Gaussi meetod
Enne Gaussi meetodi vaatlemist, toome sisse moned vajalikud moisted.
I Maatriksi elemetaarteisendused. Vaatleme (m xn )- maatriksit, ning ¢ € R.

a, a, .. d

Ilm

Ay, Oy .. O,

|I'In'r: e II'Jn'm

Kasutades ridade (veergude elementaatreisendusi), saame esialgse maatriksiga ekvivalentse maatriksi.
Ekvivalentseks olemist tdhistatakse siimboliga ~. Niiteks A~B tdhendab, et maatriks A on ekvivalentne ehk
samavaidrne maatriksiga B.

Maatriksi elementaarteisendused:

a) maatriksi rea (v0i veeru) korrutamine nullist erineva arvuga;

b) maatriksi kahe rea (vdi veeru) dra vahetamine;

C) maatriksi reale (v3i veerule) mingi arvuga korrutatud teise rea (voi vastavalt — veeru liitmine);
d) nullrea (v0i veeru) drajatmine.

3 2
Niide. Vaatleme maatriksiga (—4 1) ridade elementaarteisendusi:
-3 5

a) korrutame maatriksi esimese rea lébi arvuga 5
3 2 -15 -10
-3 5 -3 5
b) vahetame maatriksi teise ja kolmanda rea
3 2 3 2
CENCEE
-3 5 -4 1

c) liidame maatriksi kolmandale reale neljakordse esimese rea
3 2 3 2
GG
-3 5 9 13
d) korrutame maatriksi teise rea labi arvuga (-1) ning vahetame dra maatriksi esimese ja kolmanda rea
3 2 -3 5
GO
-3 5 3 2

e) liidame maatriksi teisele reale (-3)-kordse kolmanda rea ning korrutame maatriksi esimese rea labi arvuga 4.
3 2 12 8
(_4 1) ~< ; _14)
-3 5 -3 5

Il Juhtelement. Maatriksi rea juhtelemendiks nimetatakse selle rea (vasakult) esimest nullist erinevat elementi.
111 Treppkujuline maatriks. Utleme, et maatriks on treppkujuline ehk treppmaatriks, kui

1) read, mis koosnevad nullidest, on maatriksi pShjas (all);
2) mistahes rea juhtelement asetseb rangelt vasakul temale jérgneva rea juhtelemendist (kui leidub).



Gaussi meetod
Gaussi meetodi idee:

Gaussi meetod on LVS-ide 6konoomne lahendusmeetod maatriksite elementaarteisenduste abil. Meetodi
aluseks on tdhelepanek, et LVS-i elementaarteisemdusi vdib sooritada maatrikskujul, kasutades LVS-i
laiendatud maatriksi ridade elementaarteisendusi. LVS teisendatakse elementaarteisenduste abil ekvivalentsele

treppkujule.
Gaussi meetodi sammud:
1. Olguantud LVS
1)@ + 81329 ++ + a1, Tn = b

{Igliﬂl -+ ﬂgq«?ﬂg —+- - ﬂgnﬂ?n = bg

2. Koostame sisteemile vastava laiendatud maatriksi:

aj; @y -cc gy, | By
i = Goy =+ Gy, | B2
amlﬁmzuﬁamﬂ|6m

3. Teatud reeglite jargi (teatud reeglite all moistame maatriksite elementaarteisendusi ridadega)
teisendatakse maatriks jargmisele kujule (treppkujule):

®3 B2 " Fip
Dﬂzg"'ﬂgnlbg

Gaussi meetodiga lahendamisel laiendatud maatriksis lubatud:
a) maatriksi kahe rea vastastikune timbervahetamine;
b) rea korrutamine nullist erineva arvuga;
c) reale liitmine mingi teine rida kordne arvuga;
d) “nullrea” (rida, kus koik kordajad on vordsed nulliga, ka vabaliige) dra jatmine;
e) tekkinud vordsetest (vOi vordelistest) ridadest voib jadda ainult iiks rida, teised on lubatud dra

jétta.

Nende teisenduste tulemusena saadakse esialgse siisteemiga ekvivalentne siisteem.

4. Tundmatute leidmiseks kirjutatakse vastava siisteemi vélja
X + Gyolo ++ o+ Gy Xy = by

xq e @9, Tn = by

Viimasest vorrandist saadakse x,, , kui asnedame selle eelnisesse vorrandisse saame x,,_; jne.



Jirgnevalt vaatame nditeid Gaussi meetodist. Vaatleme 5 ndidet, kui siisteemil on 1 lahend.
Niide 1.
Lahendame LVS Gaussi meetodiga (vaatleme lahenduskaiku viga pohjalikult):

Ax+2y—Sz=-1
2x—y+3z=13
x+2y—z=9

Paneme kirja siisteemi laiendatud maatriksi:

32 =5K1
2 =1 313
1 2 =-1%

Meie eesmaérk viia laiendatud maatriks treppkujule. Joostes ette iitleme, et tulemusks on maatriks:

Aga kuidas saada sellise maatriksi? Millest alustame?
Algul vaatame iilemist vaskut arvu:
2 =5k1)
=1 & [13
1 2 =19 |

\

2N
@ .
2

Selleks, et arvutused oleksid mugavad sinna on mdistlik saada arvu ,,1* (sobib ka ,,-1).

Selles iilesandes meil on arv ,,1* titsa olemas — esimese tulba viimane element. Vahetame esimese ja
kolmanda rea omavahel (see on lubatud teisendus, sellest LVS lahend ei muutu, see on sama hea, kui meie
vahetame siisteemis 2 virrandit omavahel dra). Saame

302 =51 1 2 =15
2 =1 33| —=|2 -1 3|13
1 2 -15 302 =541

Niiiid esimene rida jaib muutmatuks lahenduse 16puni.

Niiiid on kergem, ,,1* olemas iilemises vasaknurgas. Niiiid peame ,,korraladama‘ nullid mérgitud
kohtadesse:

(1 2 =1/9)
(3) -1 3|13
€}

W3

Vaatme algul tesdt rida (2, -1, 3, 13). Soovime selle rea esimeseks elemndiks ,,0“. Sellks korrutame esimest
rida arvuga ,,-2% ning liidame teisele reale. Peast voi mustandil korrutame esimest rida -2-ga.

2: (-2, -4, 2, -18).

2 =51

Ning jéllegi peast voi mustandil liidame



0 =3 5 =23
| I [ I
-2 -4 2 -18
= 4 + 4
2 =1 3 13
Tulemuse kirjutame teise rea kohale:
3 2 =51 1 2 =19 1 2 -1|9
2 =1 3[13|—=|2 -1 3|[13|=|0 =5 355
1 2 =19 3 2 =51 3 2 =51

NB! Rida mida korrutasime ei muutu, alati muutub rida millele liidame.

Analoogiliselt toimime ka kolamnda reaga (3, 2, -5, —1). Selleks, et saada esimeseks elemendiks ,,0°, peame
esimest rida korrutada -3-ga ning liita kolmandale. Peast voi mustandil korrutame I rida -3-ga

-3:(-3,-6, 3, -27).

Ja kolmandale reale liidame I rida, mis on -3-ga korrutatud.

0 -4 -2 - 28
[ | I I
-3 -6 3 - 27
- - - -
E] 2 -5 -1
Tulemuse paneme kirja kolmanda rea kohale:
3 2 =51 1 2 =19 1 2 =19 1 2 =18
2 -1 3|13|—=|2 -1 3013|=|0 =5 5F5|—=|0 -5 5|-5
1 2 =19 3 2 =5F1 3 2 =5-1 0 -4 -—-2}-28
Praktikas neid tehteid tehakse tavaliselt peast ja kirjutatakse ithe sammuna:
a2 =51 1 2 -1/9 1 2 =119
2 =1 3(13| =2 -1 3[13|—=|0 -5 5 (=5
1 2 =19 2 02 =51 0 -4 —2-2E
Skemaatiliselt voib elementide ,,ilmumust® esitada jargnevalt:
1 2 -1 1 2 -1p 1 2 -1p 1 2 -1p 1 2 -18
¥ ¥ ¥ 0 * ¥ IO -5 FEl0D -5 SF|—=|0 -5 S5
A+ * A+ | * * A+ | * * * [ E S * * [ * E S A* | *x
1 2 =18 12 =19 1 2 -1|% 1 2 -1 89
—|0 -5 5|-5|—=|0 =5 5F5|—=|0 -5 5S5E5|—=|0 -5 5|-=-5
o *  *F|* 0 -4 *|* 0 -4 -2|* 0 -4 —-2-28

Niiiid peame saama ,,1* no ,,jargmisel astmel*:
(1 2 =]|9 )




Selles iilesandes seda on viga lihtne teha, jagame teise rea kdik elemndid arvuga ,,-5° 1dbi (seda on mugav
teha, sest teise rea koik elemndid jaguvad 5-ga). Samuti jagame kolmanda rea -2-ga (sest mida vdikemad on
arvud, seda lintsam lahendada). Saame

302 =51 1 2 -1|9 1 2 -115 1 2 1%
2 =1 33| =2 -1 3]13|—=|0 -5 5|=-5|—=|0 1 =11
1 2 -1% 3 2 =5F1 0 -4 228 0 2 1174

Viimasel etapil peame saama nulli ka kolmandas reas:

(1 2 -1]9)
0 1 -1f1
0 2) 1|14

Selleks teist rida korrutame -2-ga ning liidame kolmandale reale:
a2 =51 1 2 =19 1 2 =112 1 2 =19
2 =1 23| =2 -1 3[13|—=|0 =5 S|(=-2|—=0 1 =11 |—=

1 2 -39 32 =5K1 0 -4 225 0 2 114
1 2 -1|% 1 2 -1p
(0 1 =141 |—=0 1 -1/
0o 0 32 00 14

Jagasime kolmanda rea elemendid 3-ga 1ébi.
Kirjutame siisteemi iimber, arvestades uute kordajatega:
x+2y—z=9
y—z=1
z=4
Sooritame niitid Gaussi tagasikdiku. Lahme ,,alt iilesse®.
Kolmandas vorrandis meil on juba valmistulemus:
z=4
Vaatame teist vorrandidt:
y—z=1
Kuna z véirtust on juba teada, siis
y—4=1
¥=5
Ldpus ka esimene vorrand:

X+2y—z=9

Siin meie teame nii z kui ka y vaértust. Asendame.

r+2.5-4=9
x+6=9
=3
x=3,y=5z=4

Vastus:



Niide 2.
Lahendame LVS Gaussi meetodiga:

x+2v+Ez=1
dx—y+2z=46
x+y+iz=-1

Kirjutame siisteemi laiendatud maatriksi vilja. Eesmirk teisendada nn treppkijuks.

Jarnevalt on toodud maatriksi elemntaarteisendused, mille tagajdrjel maatriks sai treppkuju. Vastavad
elemntaarteisendused on kirjeldatud allpool.

1 2 31 1 2 3|1 1 2 31 1 2 31
i1 (2] e (4]
2 =1 2|6 [=0 -5 44 |—=|0 -1 22 0 -1 2|-2|—=

1 1 5F1 0 -1 22 0 5 44 0 0 1414

1 2 3|1
=0 1 —-Z|2
00 1K1

Sooritatud elemnetaarteisendused:

(1) Esimene rida oli korrutatud -2-ga ning liidetud teisele reale. Seejarel esimene rida oli korrutatud -1-ga ning
lildetud kolmandale reale.

(2) Teist rida korrutatud -1-ga. Teisne ja kolmas rida oli omavahel vahetatud. NB! ,,treppidel” meile sobib nii
arv 1 kui ka -1.

(3) Teist rida korrutasime 5-ga ning liitsime kolmandale reale.
(4) Teine rida oli korrutatud -1-ga. Kolmas rida jagatud 14-ga.
Tagasikaik:

z=-1
y—ZdezZ=y+l=2=y=10
x+2y+iz=1=x+0-3=1=x=4

Vastus:

x=4y=0z=-1

Niide 3.

Lahendame LVS Gaussi meetodiga.
dx+2x,—x=1
Sk +3xn,-dx =2
At 2xn—3x=10

Kirjutame siisteemi laiendatud maatriksi vilja ning viime elemntaarteisendustega treppkujule.
4 2 -1
5 3 22
302 =30

Vaatame vasaknurga elementi. Soovime sinna arvu 1 voi -1. Probleem on selles, et esimeses veerus neid
arve ei ole ning ridade timbervahetusega see probleem ei oleks lahendatud. Sellistel juhtudel peame saama
arvu 1 elementaarteisendustega. Tavaliselt seda saab teha mitmel viisil. Toimime néiteks nii.

(1) Teist rida korrutame -1-ga ning liidame esimesele reale. Seejuures teine rida on muutmata:



4 2 —llm—l -1 11
5 3 =2121—= 5 3 -2|2

302 =30 32 =30

Niiiid saime esimeseks elemndiks -1, see sobib mugavaks arvutuseks. Kui on soov saada 1, siis v0ib esimest
rida korrutada arvuga -1.

Edasi jatkame juba eespool ndidetes kirjeldatud skeemiga (teisendused on kirjeldatud allpool):

4 2 =11 -1 -1 1}-1 -1 -1 1f-1 1 1 =11
(1 3] (3 [
905 =22 o 3 =22 o -2 33[=0 1 013 |—=
302 =30 3 2 =30 o -1 03 o -2 =3
1 1 -1t 5 1 =11
=0 1 0P |—=0 1 0
oo 33 oo 11

(2) Esimestt rida korrutame -5-ga ning liidame teisele reale. Esimest rida korrutame 3-ga ning liidame
kolmandale reale.

(3) Esimest rida ,,ilu pérast korrutame -1-ga. Samuti korrutasime ka kolmandat rida -1-ga ning panime teise
rea kohale. Selliselt saime teisele ,,trepile® vajaliku 1.

(4) Teisne rida korrutatud 2-ga ning liidetud kolmandale reale.
(5) kolmas rida jagatud 3-ga.

Madrkus: saime ,,ilusa® kolmanda rea, kust edasi sooritame Gaussi tagasikdiku. Juhul kui see rida on
»inetu toimime sama pohimdttega. Naiteks kui kolmas rida oleks

0 0 11)23]

siis x3 jaoks saame

11x3:23:‘>x3:%

Sooritame Gaussi tagasikdiku:
x =1
=3
Vastus:
n=-lx=3%3x=1
Niide 4.
Lahendame LVS Gaussi meetodiga
bx +7x, +3x, =18
—b6x +5x, —4x=-15

Kirjutame siisteemi laiendatud maatriksi vélja ning viime elemntaarteisendustega treppkujule.



s 7 3|18 1 3 =17 1 3 =17

(1 (2] (3
-7 -4 —4-11|==-7 -4 —4-11|=0 17 -11]38 |—=
-6 5 =415 -6 5 =415 o223 10127
1 5 =17 1 = =117 1 3 =117 1 3 =-1|7
(41 15 3]
=0 17 —=11|38 o -1 =14{71 |—=0 -1 —=14|71 o1 147
o & 1 |11 o & 1 11 00 —83415 a0 1(=-3

Sooritatud elemntaarteisendused:

(1) Soovime esimseks vasaknurga elemndiks kas 1 voi -1. Sellks korrutame teist rida 1-ga ning liidame
esimesele. Teine rida on timberkirjutatud.

(2) Esimene rida korrutatud 7-ga ning liidetud teisele reale. Esimene rida korrutatud 6-ga ning liidetud
kolmandale reale.

Edasi olukord tundub keeruliseks, sest ndeme arve 17 ja 23, aga soov on arv 1. Jargmised teisendused (3) ja
(4) on suunatud selle 1 saamisele.

(3) teine rida korrutatud -1-ga ning liidetud kolmandale reale

(4) Kolmas rida korrutatud -3-ga ning liidetud teisele reale.

Saime arv 1 ,teisel treppil®.

(5) Teine rida on korrutatud 6-ga ning liidetud kolmandale reale.

(6) teine rida korrutatud -1-ga. Kolmas rida on korrutatud -83-ga.

Gaussi tagasikéik:

X =—5
ntldn=-""l=x -70=-1=x=-1
Vastus:
n=51x=-1Lxr=-5
Niide 5.
Lahendame LVS Gaussi meetodiga

dx+oy+dz+5=20
x+3v+2z4:=11
dx+10y+9z4+7:=40
Ax+BEy+9z4+ 2% =357

Kirjutame siisteemi laiendatud maatriksi vélja ning viime elemntaarteisendustega treppkujule. Sooritatud
elementaarteisendused on kirjeldatud allpool.

2 4 1)20 1 3 2 11 1 3 2 1|11
1 2 1tz 54 12op@o -1 0 =123
2 10 % 740 2 10 % 740 o 4 5 5115 -
208 9 237 a8 9 25 0o -1 3 =14
1 3 2 1|1 1 3 2 11 1 3 2 111
-1 0 =1=2|®0 1 0 12|01 0 1|2
— —
o 5 1]10 o o 1 02 o 0o 1 02
0 = 0|6 o 0 5 10 o 0 0 10



(1) Esimene ja teine rida on dra vahetatud.
(2) Esimene rida on korrutatud -2-ga ning liidetud teisele reale. Esimene rida on korrutatud -2-ga ning
liidetud kolmandale. Esimene rida on korrutatud -3-ga ning liidetud neljandale reale.

(3) Teine rida on korrutatud 4-ga ning liidetud kolmandale reale. Teine rda on korrutatud -1-ga ning liidetud
neljandale reale.

(4) Teine rida on korrutatid -1-ga. Neljas rida on 3-ga jagatud ning seejarel paigutatud kolmanda rea kohale.
(5) Kolmas rida on korrutatud -5-ga ning liidetud neljandale reale.
Tagasikaik:

t=10

z=2

y+i=2=y=2
x+3v+2z+i=11=x4+64+44+0=11=2=1

Vastus:

x=1lyv=2,z=2¢=0



