VEKTOR TASANDIL

1. VEKTORI MOISTE

Arvudega iseloomustatakse palju suurusi. Mone suuruse maaramiseks piisab iihest arvust ja modtiihikust.

Naditeks inimese mass on 67 kg, pinge vooluvorgus on 220 V jne.
Selliseid suurusi, mida saab esitada iihe arvuga, nimetatakse skalaarseteks suurusteks.

Leidub ka suurusi, mille iseloomustamiseks ei piisa iihest arvust.
Niiteks, purjekaile on vihe kasu ainult tuule kiiruse teadasaamisest
(nditeks 25 m/s), vaja on teada ka tuule sihti ja suunda. Néiteks kujul
,»tuul puhub loode-kagu sihis, loodest kagusse . . .* Ilmastikukaardil

kukutatakse neid andmeid nooltega: nool nditab missuguses sihis ja

suunas tuul puhub, noole pikkus niitab tuule tugevust. Selline nool

kujutab ennast tuule tugevusvektorit.

Fiitisikas kijutatakse vektoritega palju sid suurusid (nditeks
nihe, kiirus, kiirendus, joud). Vaatleme néiteks kiirust.
Lennaku mingi lennuk trassil Tallin — Helsingi. Kaardile voib
markida lennutrassi. Lihtsuse mdttes loeme selle ligikaudu
sirgeks. Noole suunaga mérgime lennuki kursi (nt Helsingist

Tallinna oole). Noole pikkus néditab aga seda, kui kiirelt

lennuk liigub (nt 700 km/h). Trass maérab sihi ja kurss

méaarab suuna, milles litkumine toimub.

Suurust, mille tiielikuks mairamiseks on peale arvviirtuse vaja ka sihti ja suunda, nimetatakse

vektoriaalseks suurusteks.

Vektoriks nimetatakse suunatud sirgloiku.

Sellist sirgldoiku iseloomustavad siht, suund ja pikkus.
e Siht néitab, kuidas vektor asetseb.
¢ Suund néitab, kummale poole on vektor suunatud.
e Pikkus néitab vektori arvvadrtust.

Mirkus. Vektor sisaldab rohkem informatsiooni kui sirge (on vaid siht) voi 16ik (on siht ja pikkus).



2. VEKTORITE TAHISTAMISEST. VEKTORITE VORDSUS

Vektorit tahistatakse kas {iheainsa tdhega voi vastava 18igu otspunktide

juures oleva kahe tdhega, mille kohal on joon. Joonisel on vektor AB ehk
vektor d. Kahetéhilise méirkimise korral tuleb esikohale kirjutada nn vektori a
alguspunkt ehk rakenduspunkt ning teisele kohale 15pp-punkt, et téhistuses
edasi andaka vektori suunda.
A
Vektorid on samasihilised, kui nad on paralleelsed. Samasihilisuse jaoks kasutatakse matemaatikas ka teist sona

— kollineaarsus.

samasihilisus=kollineaarsus

Samasihilised vektorid on kas samasuunalised voi vastassuunalised.

Niditeks, tileltodud joonisel on vektorid d ja b on samasuunalised, vektorid d ja ¢ aga vastasuunalised. Neid

tosiasju margitakse lithidalt nii:

dMbjad e

Kahte vektorit nimetatakse vordseteks, kui nad on samasihilised, samasuunalised ja iihepikkused.




3. VEKTORITE LIIGITUS
Kas vektor soltub sellest, millises punktis on ta alguspunkt, s. t. kas vektor sdltub oma raknduspunktist?
Seotud vektor

Vaatame nditeks tuule Kiirusvektorit. Kuna tuule kiirus on erinevates punktides erinev, siis ilmastikukardile
margitavad vektorid on oma sihilt, suunalt ja pikkuselt erinevad. Tuule kiirus on lahutamatult seotud kohaga,

mille jaoks tuule siht, suund ja kiirus antakse.

Seega selles niites lisaks vektori sihile, suunaleja pikkusele on vaja ka teada ka rakenduspunkti. Vektorit, mille
taielikuks madramiseks on vaja peale sihi, suuna ja pikkuse anda ka rakenduspunkt, nimetatkse seotud

vektoriks.
Libisev vektor

Kui mingi keha liigub mooda sirgjoont tihtlaselt, siis on ta kiirusvektor kogu aeg suuruselt, sihilt ja suunalt

muutumatu. Sii on likskdik, millise koha selle keha teel me valime kiirusevektori alguspunktiks.

Kui meie rakendame mingile jdigale kehale mingit kindlasuunalist joudu (néiteks likkame kisitsi sdiduautot),

siis vOib selle jou rakenduspunkti kanda edasi jou mojusirget. Jou moju efekt sellest ei sdltu. Niiteks autot voib

tagant lilkkamise asemel ka jirel vedada.

Toodud néide — iihtlase sirgjoonelise liikumise kiirusvektor ja jaigale kehale rakendatud jouvektor — on libiseva

vektori nditeks.
Vektorit, millerakenduspunkti voib vabalt valida vektori mdjusirgel, nimetatakse libisevaks vektorks.
Vabavektor

Jargmisena vaatleme néiteks iihtlase laiuse ja siigavusega sirges kanalisvoolava veega kaasaliikuvat parve. (vt
allpool joonist)

Mirgime parvel mingid vabalt valitud punktid P ja Q. Ajamomendil t; on need punktid kalda suhtes punktides

P; ja Q, ,ajamomendil t, punktides P, ja Q.. Et vool on iihtlane ja sirgejooneline, siis voib elda, et

PP, || Q1Qz, 1P, 1T Q1Q; ja P1P, = Q1Q;. Seega PP, = Q0.



Voime Oelda, et sellise kulgeva litkkumise korral on parve kahel vabalt valitud punkil (jarelikult ka koigil
iilejddnud punktidel) tihesugused nihkevektorid. Seega voime mérkida nihkevektori 1dhtuvana selle parve
suvalisest punktist. See kulgevalt (translatoorselt) liikuva parve punktide nihkevektor on iiheks tiitipiliseks

vabavektoriks.

Vektorit, mille rakenduspunkti voib ruumis vabalt valida, nimetatakse vabavektoriks.

Fuisikas 1dheb vaja neid koiki vektorite tiilipe, matemaatikas kasutatakse sagedamini vabavektoreid. Samuti
paneme tdhele, et matemaatikas ei ole vektorite vordsuse korral oluline, milline o vektorite alguspunkt. See

voib olla kummalgi vektoril erinev.

4. VEKTORI KOORDINAADID

Nihet 3 iihikut paremale ja 4 tihikut iiles saab esitada vektoriga AB, nii nagu néha joonisel 1. Seda nihet saab
esitada ka jarjestatud arvupaariga (3; 4). Esimene arv nditab nihet x — telje suunas, teine y — tellje suunas.

Joonis 1
Nihe koordinaattasandil punktist (2; 3) punkti (6; 8) on mirgitav vektoriga CD = (4; 5). Vektor (2; -3)
tdhendaks koordinaattasandil nihet kahe iihiku vorra paremale ja kolme iithiku vorra alla.

Joonisel 2 on tehtud see nihe punktidest O(0;0), A(1; 4), B(-1; 3) ja C-2; 1).



Joonis 2 Joonis 3

Vektorit tasandil saab esitada arvupaari abil. Selles arvupaaris olevaid arve nimetatakse vektori
koordinaatideks — esimesel kohal on esimene koordinaat, teisel kohal teine koordinat.

Vaotame teljestikus kaks punkti A(xq; y1) ja B(xy; y,) (vt joonist 3). Selleks, et saada vektori AB koordinaate,
tuleb 16pp-punkti koordinaatidest lahutada algusppunkti vastavad koordinaadid.

Kui A(x1; y1) ja B(x2; ¥2), siis AB = (X, — X33 ¥2 — Y1)

Olgu meil mingid kaks vordset vektorit. On ilmne, et vordsete vektorite vastavad koordinaadid on vordsed, s. t.
kui

U= (a;b)jav =(c;d),siisu=v = (a=cjab=d)
Niide 1. Leida vektorite koordinaadid AB; CD; EF koordinaadid (joonis 4).

Lahendus. Vektori AB koordinaadid on arvupaar (4; 0) , kuna selleks, et jouda punktist A punkti B on vaja
sooritada nihet 4 ithiku vorra paremale (ehk x-telje positiivses suunas) ja 0 ithikut y-telje suunas.

14 Vektori CD koordinaadid on arvupaar (3; 4) ,

a A B

kuna selleks, et jouda punktist C punkti D on
E s D vaja sooritada nihet 3 iihiku vorra paremale (ehk
X-telje positiivses suunas) ja 4iihiku vorra
tilesse (ehk y-telje positiivses suunassuunas).
Vektori EF koordinaadid on arvupaar (3; -3),
—— R N & B I el kuna selleks, et jouda punktist E punkti F on
/ vaja sooritada nihet 3 ithiku vorra paremale (ehk
i X-telje positiivses suunas) ja 3 tihiku vorra
tilesse (ehk y-telje negatiivses suunas)

Joonis 4

Vastus. AB = (4;0), CD = (3;4),EF = (3; —=3)
Niiide 2. Leida vektori AB koordinaadid, kui A(—1; —2) ja B(4; —6).

Lahendus. Selleks, et saada vektori AB koordinaate, tuleb 15pp-punkti koordinaatidest lahutada algusppunkti
vastavad koordinaadid.

AB = (4-(-1); =6 — (-2)) = (5; —4)



Vastus. AB = (5; —4)

Niide 3. Leiame vektori d 1dpp-punkti koordinaadid, kui alguspunkt on koordinaatidega (0; -5) ja @ = (2; 5).

Lahendus. Lahtume valemist, et kui A(xy; 1) ja B(xy; y5), Siis AB = (x; —x1; V2 —y1). Olgu a = (x; y).
See tihendab,et

X =X, — X
Yy=Y2—Yu
kust x, =x+x, Yy, =y +y1,
Seega on antud vektori 16pp-punkti koordinaadid
X, =0+2=2
y,==54+5=0
Vastus. Vektori 16pp-punktiks on (2; 0)
5. VEKTORI PIKKUS

Joonisel (joonis 1) on vektor AB = (2; —3). Leiame selle vektori pikkuse.

5,\1}

Joonis 1
Selleks joonistame vélja kolmnurga ABC (vt joonist 2). Selle kolmnurga hiipotenuusi saame leida Pythagorase

teoreemi abil:

AB = \JAC? + CB%2 = /22 + 32 =+/13
Seega vektori AB pikkus on V13 pikkuse iihikut.
Vektori pikkust tdhistatakse |E|, vektori téhis

kirjutatakse piistkriipsude vahel. Et vektori AB

pikkus ja sellele vastava 16igu AB pikkius on

2 1 1] 1 2 3 4 5 -
vordsed, siis vahel mérgitakse vektori AB pikkust ) *
lihtsalt nii: AB.
Joonis 2
SeeQa,

Kui ¥ = (a; b), siis selle vektori pikkus |[¥| = Va2 + b?




Vektori pikkus vordub ruutjuurega selle vektori koordinaatide ruutude summast.

Ning

Kui A(xq; y1) ja B(x3; ¥2), siis |Z§| = \/(xz —x1)2 + (y2 — y1)?

Vektorit, mille pikkus on iiks, nimetatakse iihikvektoriks.

Niide 1.Leida vektori p = (—1; 3) pikkus.

Lahendus. |3] = +/(—=1)2 + 32 =10
Vastus. |p| = V10
Niide 2 .Leida vektori KL pikkus, kui K(1; 2)ja L(3; 4)

Lahendus. Leiame vektori KL koordinaadid. KL = (3 — 1;4 — 2) ehk KL = (2;2), Seega |KL| = V22 + 22 =
V8 = 2v2.
Vastus. |[KL|=2v2

6. VEKTORITE LIITMINE

Vektoreid saab liita. Seda on vdimalik teha, kui on teada vektori koordinaadid voi vektor on esitatud
geomeetrilisel kujul.

NB! Kui liidame vektorid, tulemuseks saame uue vektori.
Vektorite geomeetriline liitmine
Geomeetrilisel kujul esitatud vektorite liitmiseks kasutatakse:

e kolmnurgareeglit
e roopkiilikureeglit
e hulknurgareeglit

Komnurgareegel

Kahe vektori @ ja b summa leidmiseks joonestame mingist
punktist 4 esmalt vektori 4B = a ning siis selle 16pp-punktist
B vektori BC = b . Uhendades punktid 4 ja C, saame vektori

AC =d+h

Q)

Ro6pkiilikureegel

Kui joonestame liidetavad vektorid @ ja b iihisest alguspunktist
A, siis neile vektoritele ehitatud rodpkilliku diagonaalvektor
alguspunktiga 4 on vektorite 7 ja 5 summa.



Hulknurgareegel

Mitme vektori summa leidmiseks joonestame mingist punktist 4 ithe
liidetava; selle 1opp-punktist teise liidetava; viimase 10pp-punktist
kolmanda jne. Nende vektorite summaks on siis punktist 4 viimase
liidetava 16pp-punkti B suunduv vektor 4B

2l

N/

Vektorite liitmine koordinaatides
Olgu vektorid d ja b antud oma koordinaatidega:

d=(x;; y1)jab = (xz v2).

Leiame vektorite summa @ + b koordinaadid:

&’+B=(x1+x2; y1+Y2)

Sonastatult:
Vektorite summa koordnaatideks on liidetavate vektorite vastavate koordinaatide summad.
Niide. Leiame U + U, kui 4 = (5; —8) ning ¥ = (2;1).
Lahendus. Eespool esitatud eeskirja kohaelt tuleb vastavad koordinaadid liita. Seega
u+v=(5; -8)+2;1)=((GB+2;, -8+1)=(7; =7)
Vastus. 4 + v = (7; =7)
7.VEKTORITE LAHUTAMINE

Vektoreid saab lahutada. Seda on voimalik teha, kui on teada vektori koordinaadid voi vektor on esitatud
geomeetrilisel kujul.

NB! Kui lahutame vektorid, tulemuseks saame uue vektori.
Mirkus.
e Vektorit 0 = (0; 0) nimetatakse nullvektoriks.
e Vektori a = (x,; y,) vastandvektoriks nimetatakse vektorit —d = (—xy; —y;).

e d+(-d)=0



Vektorite geomeetriline lahutamine

Vektorite lahutamine tihendab vastandvektori liitmist. Vektorite d ja b lahutamisel paigutame need nii, et nad
lahtuksid iihisest alguspunktist. Seejdrel voib asendada vektori b ta vastandvektoriga —b ja liita vektorid d ja
—b kolmnurga reegli jargi.

Vektorite lahutamine koordinaatides
Olgu vektorid d ja b antud oma koordinaatidega:
a=(xy; y1)Ja b= (x2; ¥2).

Leiame vektorite vahe @ — b koordinaadid:

—

—b=(x1—x2 Y1 —Y2)

Ql

Sonastatult:
Vektorite vahe koordnaatideks on lahutatavate vektorite vastavate koordinaatide vahed.
Niide. Leiame 1 — ¥, kui & = (5; —8) ning ¥ = (2; 1).
Lahendus. Eespool esitatud eeskirja kohaelt tuleb vastavad koordinaadid lahutada. Seega
u—-v=(5;-8)-(2;1)=(5-2; -8-1)=(3; -9)
Vastus. u — v = (3; —9)
8. VEKTORI KORRUTAMINE ARVUGA

Vektorit saab arvuga korrutada. Seda on vdimalik teha, kui on teada vektori koordinaadid voi vektor on esitatud

geomeetrilisel kujul.

Vektori korrutamine arvuga geomeetriliselt

Vektorig ja positiivese arvu k korrutiseks k@ on vektoriga @ 0.50
3

) . = b
samasuunaline vektor, mille pikkus on k‘a‘ \ ~

\25



Vektori @ ja negatiivse arvu -k (k > 0) korrutiseks nimetatakse

vektori Ad vastandvektorit — ka \

On teada, et kahte samasihilist vektorit nimetatakse ka kollineaarseteks vektoriteks. Teiselt poolt, vektorite

kollineaarsust defineeritakse vahel jargmiselt:

Kaht vektorit d ja b , mille vahel kehtib seos % = k%, kus k on konstant, nimetatakse
kollineaarseteks

Vektori korrutamine arvuga koordinaatides
Olgu vektor a on antud oma koordinaatideg @ = (a4; a;) ning k on arv. Siis
kd = (kay; kay)
Sonastatult:
vektori korrutamiseks mingi arvuga tuleb selle arvuga korrutada vektori koordinaate.
Niide 1. Leiame —5d, kui d = (—2; 4)
Lahendus. —=5d = (=5 (—2); —5-4)) = (10; —20)
Vastus. —5a = (10; —20)

Kahe kollineaarse vektori @ = (aq; a;) ja b = (by; b,) koordinaadid on vérdelised, s.t.

a; aa
b, b,

Niide 2. Vektoritest @ = (—6;4),b = (3; —2);¢ = (12; 8) vektorid d ja b on kollineaarsed.

9. VEKTORITE SKALAARKORRUTIS

Kahe vektori d = (x;; y1) ja b= (x2; y,) skalaarkorrutiseks nimetatakse nende vektorite pikkuste ja
vektorite vahelise nurga koosinuse korrutist, s.t.

§~6=‘§‘-‘6‘COSCZ

kus o on vektorite vaheline nurk.

Skalaarkorrutis védartus voib olla positiivne, negatiivne, kui ka null soltuvalt vektorite vahelisest nurgast.



Esineb 3 juhtumit:

1.juhtum : kui vektorite vahel on teravnurk 2.juhtum: kui vektorite vahel on tdisnurk 3.juhtum: kui vektorite vahel on niirinurk
(vektorid on risti) .’;

b

b A

2
E}u'
]
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=
=
]
=]
w
]

b-cose

ZE00 G-b=0. i-b<0

2. juhtumist jdreldub, et kui vektorid on risti, siis skalaarkorrutis on null. Kehtib ka vastupidi: kui vektorite
skalaarkorrutis on null, siis vektorid on risti.

Niiide 1. Leida vektorite @ ja b skalaarkorrutis, kui |@ | = 3, |b | = 8 ja nurk nende vektorite vahel on 60°.
Lahendus. Kasutame valemit

a-b =\é\-‘5‘c05a
Saamed-b =3-5-c0s60° =12.

Vastus. a-b =12

Seda valemit kasutatakse ka kahe vektori vahele jddva nurga arvutamisel

Niide 2. Kui kahe vektori skalaarkorrutis on 2,5 ja nendevektorite pikkused on 10 ja 0,5. Leida vektorite
vaheline nurk.

Lahendus. Avaldame valemist

Q|
(SN

CoOSa =

b}

S

Saame cosa = 25 =0,5, seega o =60°.
10-0,5

Vastus. o =60°

Vektorite skalaarkorrutise arvutamine vektorite koordinaatide abil
Olgu vektorid d ja b antud oma koordinaatidega:

d=(xi; y1)jab = (xz v2).

Koordinaatkujul antud vektorite korral leiame skalaarkorrutise valemist

—

éi'b:)(lxz"'ylyz




Niide 3. Olgu m = (5; —2) jan = (3; —1). Leida vektorite skalaarkorrutis.
Lahendus.m-n=5-3+2-(—1) =13

Vastus. m -1 = 13

Niide 4. Olgu m = (5; —2) ja7i = (3; —1). Leida vektorite vaheline nurk.

Lahendus.

Kasutame eelmise iilesande tulemust, et m - 77 = 13.

Leiame mdlema vektori pikkuse
ﬂ:,/52+(—2 2 =29
H:w/sz +(-1)2 =10

Seega
m-n 13 .
COSQZW: \/ﬁ z0,7633, kust a =40
m[-|n

Vastus: o =~ 40°



