VEKTOR RUUMIS
1. PUNKTI KOORDINAADID RUUMIS

Vaatleme kuidas konstrueeritakse 2telg
ristkoordinaatteljestik ruumis. Selleks votame —

kasutusele kolm koordinaattelge (nimetame neid x-

teljeks, y-teljeks ja z-teljeks). Neist kolmest teljest ytelg
mistahes kaks omavahel risti. Raamatus voi vihikus 185° i "

150 °
kujutatakse sellist teljestikku tavaliselt nii, et nurk x- 4y-tasand

Uikud véiksemad 2

telje ja y-telje vahel on 135° v&i 150° (vt joonist). MR g

Igal teljel valime positiivse suuna ja pikkusiihiku. —
Selleks, et saada voimalikult viikeste moonutustega joonist valitakse x-telje suunaline pikkusithik v/2 korda
liihem y-telje ja z-telje pikkusiihikust.

Ruumis kirjeldab punkti asukohta jirjestatud Z T
arvukolmik. Toome néide, sellest mida tdhendab ,
et punkti P koordinaadid on nditeks (3; 4; 5).
Kdigepealt konstrueerime koordinaatteljestiku P
kooos abijoonte vorgustikuga. Selleks, et leida P
asukohta koordinaatteljestikus liigume

koordinaatide alguspunktist 3 tihikut x- telje s

positiivses suunas, 4 ithikut y- telje positiivses

suunas ja seejarel 5 iihikut z- telje positiivses

X
suunas. Juhul, kui moni punkti koordinaat on
negatiivne arv, siis tuleb méoda vastavat telge
lilkuda negatiivses suunas.
Niide 1.
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Vaatleme niiiid neid neid juhtumeid, kui méni punkti koordinaatidest on 0.

Punkti x koordinaat on 0.

Sellisel juhul liikumist x-telje sihis ei toimu. Kuna likkumine toimub vaid y-telje
ja z-telje sihis, siis oeldakse, et punkt asub yz-tasandil (vt vasakpoolset
joonist).

Punkti y koordinaat on 0.

Niiiid ei toimu liikumist y-telje sihis. Liikumine toimub vaid x-telje ja z-telje
sihis. Seega asub punkt xz-tasandil (vt keskmist joonist).



Punkti z koordinaat on 0.

Kuna sel juhul toimub liikumine vaid x-telje ja y-telje sihis, siis deldakse, et
punkt asub xy-tasandil (vt parempoolset joonist).

X

Vaatleme niiiid juhtumeid, kui punkti kaks koordinaati vorduvad nulliga.
Selliseid juhtumeid on kolm:

1) Kui punkti x-koordinaat ja y-koordinaat vorduvad nulliga, siis asub
punkt z-teljel;

2) kui punkti x-koordinaat ja z-koordinaat vorduvad nulliga, siis asub
punkt y-teljel;

3) kui punkti y-koordinaat ja z-koordinaat vorduvad nulliga, siis asub
punkt x-teljel.

Punkt, mille kdik koordinaadid on nullid, on koordinaatide alguspunkt.

2. PUNKTI KOHAVEKTORI KOORDINAADID

Ruumis, nii nagu tasandilgi, nimetatakse vektoriks suunatud sirgldiku, mida iseloomustavad suurusteks on
pikkus, siht ja suund.

Valime koordinaatteljestikus mingi punkt P (x;. y;; z;). Vektorit, mis ithendab koordinaatide alguspunkti O
ja punkti P nimetetakse punkti P kohavektoriks.

Vektrorit pikkusega 1 iihik nimetatakse ztelg
ithikvektoriks. Koordinaattelgede suunalisi

vektoreid tdhistatakse
_.i _ ytelg
3 3 l_-‘

i, j, k
xtelg

Punkti kohavektori koordinaadid vorduvad punkti enda koordinaatidega,
s.t. O7”= (x1; v15 21)-

Niide Z,Olgu antud punkt P(-2; 3; -4). Selle punkti kohavektor on siis
ﬁ=-2i—+3)’-4lz.



3. VEKTORI KOORDINAADID RUUMIS

ngu vektor méiratud kahe punktiga A(x;; y; z1) ‘z
Jja B(xy; y»; z3). Leiame neid punkte iihendava

vektori AB koordinaadid. Kirjutame vilja
punktide A ja B kohavektorite koordinaadid.
Eelneva pohjal teame, et

OA =x|i+y|j+z,;c.ja

OB=xi+y,] +2k ehk

kui on antud punktid A(x;; yi;2)) ja
B(xy; y2; 22), siis

OA = (x;;yi;21) ja OB = (x3; 2 22).

Kuna ﬁ: ﬁ- a’.siis

Hi=(-"2 X3 =W L —4)

Vektori AB saab esitada koordinaattelgede sihiliste tihikvektorite abil jirg-
miselt:

Té=(x2 -X,)lT'*'()’z ‘)'l).-l:"’(zz -ZI)E‘

Seega on iga vektor avaldatav oma koordinaatide ja koordinaattelgedele

vastavate iihikvektorite korrutiste summana, s.t. kui & = (x; y;; 21), siis

o — -
{

k=xgi+y j+uk.

Niide 3.

Leiame punktidega A(-4; 3; 2) ja B(S5; -3; 1) miiratud vektori AB
koordinaadid.

AB = [5-(-4); -3-3; 12] = (9; -6; -1).

Niide 4.
- Teades, et ﬁ: (4; 1; -5) ja alguspunkt A(0; 2; -1) leiame vektori

'AB 15pp-punkti B  koordinaadid.
Olgu punkt B koordinaatidega B(x;; yi; z))- Et vektori koordinaadid on vord-
sed vektori 1opp-punkti ja alguspunkti vastavate koordinaatide vahega, siis

kehtivad vordused
x-0=4, y-2=1 ja z-(-1)=-5, millest
x=4,y =3 ja 73 =-6.

Seega |1opp-punkt on B(4; 3; -6).

Naiide S.

Leiame alguspunkti, kuiA_B' =(4; 3:2) ja 1opp-punkt B(-2;4:5).
Olgu alguspunkt A(x;; y;; z)). Jarelikult kehtivad vordused

2-x,=4, 4-y,=3 ja 5-z,=2, millest
x3=-6, w=1 jaz =3

Seega alguspunkt on A(-6; 1; 3).



4. VEKTORI PIKKUS

Olgu meil vaja leida vektori @ = (X; Y; 2)
pikkus. Avaldame vektori a kujul

a=Xi +Yj +Zk.

Sel juhul on vektor a sellise risttahuka dia-
gonaaliks, mille servadeks on vektorid

Xi, Yj ja Zk.

Rakendades kaks korda Pythagorase teoreemi
saame, et

l@l?=X"+Y +Z’, millest

lal=vX2 + Y2 + 22,

Vektori pikkus vordub ruutjuurega oma koordinaatide ruutude summast.

Niide 6.
Leiame vektori a = (3;4;-5) pikkuse.
Vektori pikkuse arvutamise valemi jirgi saame, et

lal= 37 +47 +(-5)> =50 =5V2 = 7,1.
Kui vektori XE alguspunkt on A(x;; y); z1) ja lopp-punkt B(xy; y2; z2), siis

vektori AB pikkuse leidmiseks kasutame valemit

1ABl=(x, —x,)* + (3, = 3) + (2 - 1)

Miirkus: Sama valemiga arvutatakse ka kahe punkti A ja B vahelist kaugust.

Niide 7. o
Leiame punktidega A(1;2;3) ja B(3;4;5) miiratud vektori pikkuse.

Viimase valemi pohjal saame, et

| 4B |= J3-1)? +(4-2) +(5-3)* =12 =243.

5. VEKTORITE LIITMINE, LAHUTAMINE JA ARVUGA KORRUTAMINE

Vektoreid saab ruumis liita, lahutada ja arvuga korrutada. Neid tehteid nimeta-
takse ka lineaarteheteks. Jirgnevalt vaatlemegi, kuidas ruumivektoreid liita,
lahutada ja arvuga korrutada.

Olgu antud kaks vektorit a jab. Nende vektorite geomeetrilisel liitmisel
voime kasutada varasemast tuntud kolmnurgareeglit:

Et liita kahte vektorit, selleks paigutame need vektorid nii, et esimese

vektori @ lopp-punkt iihtib teise vektori b algusega. Summavektor a+ b
iihendab esimese vektori algust teise 1opuga.

< =
a+b

Sl

-
a

Kolmnurgareegli abil saab liita ka rohkem kui kahte vektorit. Selliseid niiteid
vaatlesime juba peatiiki algul olevas kordamise osas. Praktikas kasutatakse ka
sageli kolmnurgareeglist tulenevat rédpkiilikureeglit.



- - o

Votame kolm iihest punktist A viljuvat vektorit a,b ja ¢, mis ei asu iihel

tasandil (vt joonist). Vektorid a ja

b asetsevad aga iihel tasapinnal ja
neid saab liita roopkiilikureegli

jargi. Olgu summavektor vektord ,
kus d=a + b. Vektorid d ja c
asuvad samuti iihel ja samal tasa-

pinnal ning neidki saab roopkiiliku-
reegli jirgi liita. Téhistame saadud
summavektori tahega ;r s.t. r—r;= d+c.

Arvestades eespool kasutusele vdetud tihistusi voime kirjutada, et
m=d+c=a+b+ec.

Kokkuvdttes voime oelda, et kolme ruumivektori summa leidmiseks ehi-
tame nendele vektoritele réoptahuka. Summavektoriks on see réoptahuka
diagonaal, mis lihtub liidetavate vektorite iihisest alguspunktist.

Kui meil ‘on tegemist kahe vektoriga, mille koordinaadid on teineteise

vastandarvud, siis neid vektoreid nimetatakse teineteise vastandvektoriteks,
Vektor ja tema vastandvektor on iihepikkused, samasihilised, kuid suunalt
vastupidised. Vektori @ vastandvektorit tihistatakse —a.

Niide 8.

Vektorid a=(2;3;4) ja 3= (-2; -3; -4) on teineteise vastandvekto-
rid, sest nende vektorite vastavad koordinaadid on vastandarvud.

Vektori a ja tema vastandvektori —a liitmisel saame nullvektori 0.

Nii nagu tasandil, nii ka ruumis tihendab vektori lahutamine selle vektori
vastandvektori liitmist:

; - 3= a +(-b)
Koordinaatkujul antud vektorite a = (x); y;; 1) ja b= (x2; y2; z2) puhul tuleb
nende vektorite vahe @—b koordinaatide leidmiseks esimese vektori koordi-
naatidest lahutada teise vektori vastavad koordinaadid:

&—I;=(x, XN =i %~ %)

Niide 9.

Lahutame vektorist a= (5;4;3) vektori b=(3;2;1).
Viimase valemi tottu

a-b=(2:2:2).

Kahe vektori vahe geomeetriliseks leidmiseks voime kasutada ka rodpkiiliku-
.reeglit: kui vektorite G ja b alguspunktist lihtuv diagonaal on nende vektorite

summa, siis teine diagonaal on vektorite a ja b vahe (vt joonist).



[y

Kui vektorit @ korrutada mingi reaalarvuga r, siis vektori a koordinaadid
korrutatakse arvuga r. Vektori ra pikkuse saame, kui korrutame vektori a
pikkuse arvu r absoluutviirtusega.

Kui arv r > 0, siis on vektorid @ ja ra samasuunalised (tdhistatakse a T ra),
kui aga r < 0, siis on vektorid a ja ra vastassuunalised (tdhistatakse a TNra).

Niiteks vektorite a = (1; 2; 3), b = (2; 4, 6) ja ¢ = (-3; -6; -9) korral on
vektorid a ja b samasuunalised. Vektorid @ ja ¢ on vastassuunalised, samuti
ka vektorid b jac.

6. VEKTORITE KOLLINEAARSUS

Kahte tasandi vektorit @ ja b nimetatakse kollineaarseteks ehk samasihilisteks,
kui leidub selline nullist erinev reaalarv r, mille korral kehtib vordus

a=rb.

Kui vektorid on antud koordinaatkujul a = (x;; y;) ja b= (x3; ¥2), siis kolline-
aarsete vektorite korral kehtib vordus

. -4 X

X2 )2 '

Kehtib ka vastupidine jareldus, kui kahe vektori vastavad koordinaadid on
vordelised, siis need vektorid on kollineaarsed.

Minnes niiiid tasandi vektoritelt iile ruumivektoritele voib oelda, et vektorite

kollineaarsuse definitsioon jiddb kehtima.

Z
a

Kahte ruumivektorit a ja b nimetatakse kollineaarseteks, kui leidub selline
nullist erinev reaalarv r, mille korral kehtib vordus
a=rb.
Kui vektorid on antud koordinaatkujul a = (x); y;: ) ja b = (xy y2; 23), Siis
vordusest @ = rb jireldub, et kehtib jirgmine vorduste ahel

X Z
) SO { IR e
z

X2 Y2 %
Seega kollineaarsete ruumivektorite vastavad koordinaadid on vordelised.

Kehtib ka vastupidine: kahe ruumivektori vastavate koordinaatide vorde-

lisusest jireldub nende vektorite kollineaarsus.
Sic oo 5 Y 2
Seega dllb & —L==L==L,
X, Y2 2
Nullvektori 0 kohta 6eldakse, et ta on kollineaarne iga vektoriga ruumis.
Nullvektori suund ei ole miiratud.



7. VEKTORITE KOMPLANAARSUS

Valime tasandilt mingi punkti A ja Kaks
mittekollineaarset vektorit @ ja b. Sel / B
juhul asub sellel tasandil ka nende vektorite V4 /_‘ o
summa a+b. Vektoreid @ ja b nime- / A

tatakse ka tasandi rihivektoriteks. Nende <
vektorite kaudu on avaldatav tasandi iga vektor.

Vektoreid, mis asuvad iihel ja samal tasandil v6i paralleelsetel tasanditel,
nimetatakse komplanaarseteks

Kasutades rihi mdistet voib telda, et komplanaarsed vektorid kuuluvad iihte
ja samasse rihti.

Teoreem. Kolm vektorit on komplanaarsed siis ja ainult siis, kui nende
vektorite koordinaatidest moodustatud kolmerealine determinant vordub
nulliga.

Seega vektorite a@ = (xy; y1: 21), b= (x3; y2; 22) ja ¢= (x3; y3; z3) komplanaar-
suse kontrollimiseks tuleb arvutada determinandi

XN g
Xy Y, I| vdartus.
X3 Y3 I3

Kui determinandi viirtus on nullist erinev, siis vektorid @, b ja ¢ on mitte-
komplanaarsed vektorid.

8. RUUMIVEKTORITE SKALAARKORRUTIS

Varasemast teame, et kahe vektori # ja v skalaarkorrutiseks nimetatakse
nende vektorite pikkuste ja vektorite vahelise nurga koosinuse korrutist.

u-v =luHvlcosor.

See definitsioon kehtib nii tasandi- kui ka ruumivektorite korral.
Kui vektorite vaheline nurk o = 0°, siis cos ot = 1 ja u-v =lullvl.
Kui o0 = 180°, siiscos et = -1 ja - v = —luHvl.

Kui o0 =90° siiscos e =0ja u-v=0.

Seega

e Samasuunaliste vektorite skalaarkorrutis vordub vektorite pikkuste
korrutisega.

e Vastassuunaliste vektorite skalaarkorrutis vordub vektorite pikkuste
korrutise vastandarvuga.

e Ristuvate vektorite skalaarkorrutis on null.

Vektorite skalaarkorrutis «-v on null ka siis, kui vahemalt iiks vektoreist u# voi
v on nullvektor.

Vektori u skalaarkorrutist iseendaga nimetatakse selle vektori skalaarruuduks
ja tahistatakse (i) voi u’.

- s -, o, - -~ pon, 1
u-u=lul-lalcos 0° = lul-lul = lul”.

Vektori skalaarruut on vordne vektori pikkuse ruuduga.

Kahe vektori skalaarkorrutis vordub nende vektorite vastavate koordi-
naatide korrutiste summaga.
u-v=uy, +uyv +uy,.




Kahe vektori skalaarkorrutist voib kasutada vektorite vahelise nurga miira-
misel. Olgu vektorite # ja v vaheline nurk c. Vordusest i -v =luMvlcosa saab

avaldada cos o

u-v
luHvl

cosa =

Kahe vektori vahelise nurga koosinus vordub nende vektorite skalaar-
korrutise ja pikkuste Korrutise suhtega.

Asendades viimasesse valemisse vektorite ¥ ja v koordinaadid, saame valemi
uy, +uv +uy,

2 D a2 A AR
Ju‘ tug tu, Jv, +v, +v,

coso =

Niide 10.
Leiame vektorite a = (5; -1; -7) ja b = (5, -4; -3) skalaarkorrutise ja
nurga vektorite vahel.

@-b =55+ (-1)(-4) + (-7)(-3) = 50.
a-b 50 S0 _ V2 _ogies

a .
oS = -_—= = s
AT V5? +(=1)% +(-7)? V52 +(~4)? +(-3) J15J50 3

Siit ¢ = 35°16'.



