MAARAMATA INTEGRAALI MOISTE
IDEE - meil on vaja leida funktsioon, mille tuletist me teame.
Olgu antud funktsioon y = F(x), mille tuletis on f(x).

Definitsoon 1:. Funktsiooni f algfunktsiooniks nimetatakse funktsiooni F, mille korral F’(x) = f(x).

4
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Naide 1, Funktsioon T on funktsiooni x* algfunktsioon, sest

Definitsioon 2. Funktsiooni f(x) algfunktsiooni leidmist nimetatakse funktsiooni integreerimiseks ning tahistatakse
siimboliga

I f (x)dx,
kusjuures
e x On integreerimismuutuja,

e f(x) - integraalialune (integreeritav) funktsioon,
e f(x)dx - integraalialune avaldis.

*Matemaatika osa, mis kasitleb funktsioonide integreerimise reegleid, integraali omadusi jms nimetatakse
integraalarvutuseks.

Definitsiooni pohjal funktsiooni integreerimine ja tuletise leidmine on pdordtehted.
Nilide 2.
(r3) =322 = [3x2d =3,

(r342) =322 = [322dr=13+3,
(r3—1)' =322 = [3x2dr =231,

On niha, et iihe ja sama funktsiooni integreerimine annab vastused, mis erinevad konstandi € vérra (kuna konstandi
tuletis on null ja seega osutub, et algfunktsioon pole iiheselt médratud). Siit jareldub, et

f3x2dx=x3+C

Seega, kui on leitud antud funktsiooni f(x) mingi iiks algfunktsioon F (x), siis iga teine funktsiooni f(x) algfunktsioon
avaldub kujul

F(x) + C, kus C on suvaline konstant.
Toepoolest, kui F’(x) = f (), siis ka [F(x) + C]’=F’(x) = f (X).

Defiitsiooni 2 idee: algfunktsiooni iildavaldist nimetatakse médramata integraaliks I f(x)dx = F(x)+C.



Definitsioon 3. Avaldist kujul F(x)+C, kus F(x) on funktsiooni f(x) mingi algfunktsioon ja C on suvaline konstant

(integreerimiskonstant), nimetatakse funktsiooni f (x) miidramata integraaliks ja tihistatakse

jf(x)dx
st. [ f(x)dx=F(x)+C, kui F'(x) = f(x)

f(x) — integreeritav (integraalialune) funktsioon,
dx — diferentsiaal,
f(x)dx — integreeritav avaldis,

X — integreerimismuutuja.

Viimases definitsioonis séna ""méiramata'’ margib seda, et integraalis on suvaline konstant.

INTEGRALLIDE TABEL (integreerimise pohivalemid)

Kuna diferentseerimine ja integreerimine on podrdtehted, saame diferentseerimise pShivalemite abil koostada jargmise

integreerimise pohivalemite tabeli.
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Niiide 3.
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r I(sinx+cosx)jx =—cosx+sinx+C

s) jsin4hdh: -(~cos4h)+C
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t) IcosO,Sudu = 0—15~sin 0,5u+C =2sin0,5u+C

I 2dr =2tanr+C

w) f : -Infal+C
asin® p “sin?p

X) I4dv =4-arctanv+C
1+Vv?

MAARAMATA INTEGRAALI OMADUSI
Omadus 1:

Maiéramata integraal kahe vdi mitme funktsiooni algebralisest summast (vahest) vordub liidetavate integraalide summaga
(vahega):

[0+ polax = [ a@ar+ [ feax

Niide 4.

Leida integral [ (x2 + 2vx — i) dx vahetu integreerimese teel.

Lahendus: Omaduste 1 ja 2 pohjal same:



2
2

f{:t:“g—i—ﬁnff—%}dx: fa:gci:t:—i—ﬁfﬁcia:— d;ér_ T2 5%—ln|:1:‘|—|—t’_’f_ 3 —|—3:1:J_ In|z|+C,
2

kus kdigi kolme integraali kohta kirjutasime {ihe suvalise konstandi C.

Omadus 2:

Konstantse teguri voib tuua integraalimérgi ette, st kui a on konstant, siis

jaf x)dx = a'|.

Niide 5.

Leida integraal [ 2xdx.

2
Lahendus: ijdx:Z-dex:Z-%+C =x?>+C

Definitsioon 4. Funktsiooni médramata integraali leidmist vahetult omaduste 1 ja 2 ning integreerimise pohivalemite abil

nimetatakse vahetuks integreerimiseks.

INTEGREERITAVA FUNKTSIOONI TEISENDAMINE TABELINTEGRAALIDEKS

Toome méne niite integreerimise kohta, kus integreeritav funktsioon teisendatakse erinevate teisendustega

tabeliintegraalideks.

Lahendus: Lisame lugejale ja lahutame lugejast iihe ja sama arvu 1:

o 2411, {241
f$2_|_1 f 7241 $—f$g+1d —|—f 2_|_1d:t: fd:l? f E_H_;t: arctanr+C.

Niiide 7/ Leida integraal [

2(xz+1)

Lahendus: Lisame lugejale ja lahutame lugejast iihe ja sama suuruse x*:

241" 22241 T ) 22241 ) 222240 $g+1 5];' —arctanz+C.

Kui on tegemist trigonomeetria funktsioonidega, siis on monikord otstarbekas kasutada jargmisi valemeid:

2

2 i —
coséxr4sin®r =1,

2

cosdr—sin‘s = cosz, 2sinrcoss = sin2z,
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Naide 8. Leida integraal
_dx |
cos?rsin‘s

Lahendus: Et 1 = cos?x + sin?x, siis
f dx (cos2z+sin? ﬂ?:'dﬂ? f cosdrdr _I_f sin‘rdr
coslresinia coslresini coslosinis cosdz-sin’s
fsm - fmsg;r—ta,n:ﬂ—-:ota:—I—C.

Naide 9/ Leida integraal

f{1+tan£}2d:ﬂ.

Lahendus. Esiteks kasutame valemit (a+b)?>=a?+2ab+b?, seega

f{1+taﬂ,ﬂ$}2d$ = f{1+2tan$+tan3$}da: :f{l+tan3£}da:+ﬁftan3:da::

COSQ:E—FEfta,na:d:t: = tanz—2In|cosz|+C.

Kokkuvotteks:

Diferentseerides leitakse antud funktsiooni kaudu tema tuletis (on antud funktsioon!).
Integreerides leitakse funktsioon tema tuletise kaudu ('on antud tuletis!).

Seega on diferentseerimine ja integreerimine teineteise poordoperatsioonid funktsioonide hulgas.
Diferentseerimine on tihene seos: kui funktsioonil on tuletis, siis ainult iiks.

Integreerimine ei ole iihene: kui funktsioonil on algfunktsioon, siis on tal lopmata palju algfunktsioone.



