MAARATUD INTEGRAAL

Matemaatikas, flilisikas, mehaanikas ja teistes valdkondades on vdoimsaks uurimisvahendiks méadratud integraal.
Madratud integraali arvutamisele taandub kdverjoontega piiratud kujundi pindala, kaare pikkuse, ruumala, t60,

kiiruse, teepikkuse, inertsimomendi jms arvutamine.

Koverjooneline trapets (kovertarapets)
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Niisugust kujundit ABba nimetatakse kéverjooneliseks trapetsiks.
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Miiratud integraali moiste
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Tekkinud osaldigud on [rj_y; ), kus & = 1, 2, ..., n. Tahistagu Az,

Edasi valime igalt osaldigult téiesti suvalise punkti & € [zp_y; 2], k
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mida nimetatakse funktsiooni f(x) integraalsummaks 16igul [a; b].

Jaotuspunktid z;, x5, ... on suvalised. Seeaga on osaldoikude pikkused
Azxi, k=1, 2, ..., n erinevad. Tdhistagu A pikima osaloigu pikkust st

A = max Azxy.
1<k<n

Definitsioon 1. Kui piirviirtus

lim s,,

A—0
ei soltu sellest, kuidas on 16ik [a;b] jaotatud osaldikudeks [zx—;; x|, ega sel-
lest, kuidas on valitud punktid &, osaldikudel, siis seda piirviédrtust nimeta-
takse funktsiooni f(z) méédratud integraaliks rajades a-st b-ni ja tihistatakse



f: f(z)dz.

Seda loetakse: integraal rajades a-st b-ni f kohal x de .

Seejuures integereerimisldign alguspunkti a nimetatakse alumiseks rajaks
ja l6igu 1opp-punkti b iilemiseks rajaks.

Seega definitsiooni kohaselt

f fz)de = lim }  f(&)Aay.

Kui ldigul [a;b] on f(x) > 0, siis integraalsummas esinevad korrutised
f(&)Axy on selliste ristkiilikute pindaladeks, mille alused on Az, ja kérgu-
sed f(&). Selliste ristkiilikute pindalade summa, st integraalsumma s, on
ligikaudu vordne niisuguse kovertrapetsi pindalaga, mis alt on piiratud z-
teljega, vasakult sirgega r = a, paremalt sirgega r = b ja iilalt funktsiooni
y = f(z) graafikuga.

Kui vaadelda piirprotsessi A — 0, siis koikide osaloikude pikkused hak-
kavad kahanema ja selleks et osaloigud kataksid kogu loigu [a; b], tuleb votta
neid osaloike jiarjest rohkem. Ristkiilikute pindalade summa s, hakkab osaloiku-
de arvu kasvades téipsemalt iseloomustama kovertrapetsi pindala.

Seega, kui 16igul [a;b] on f(x) = 0, siis mddratud integraal tihendab
geomeetriliselt kévertrapetsi pindala.

Definitsioon 2. Funktsioone, mis rahuldavad definitsioonis 1 esitatud
tingimusi, nimetatakse ldigul |a;b] integreeruvateks funktsioonideks.

Kehtib teoreem.

Teoreem 1. Kui funktsioon f(z) on pidev ldigul [a;b], siis on see ka
integreeruv 16igul [a; b].

Mirkus. Laigul [a; b] katkevate funktsioonide hulgas leidub nii integree-
ruvaid kui ka mitteintegreeruvaid.

Mirkus.
Kujundi AabB pindala arvutatakse maaratud intbegraali abil 16igul [a; b] ja kirjutatakse

SaabB= ff(ﬂ?}d:ﬂ-
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Loiku [a; b] nimetatakse integreerimisloiguks.



