Tuletise rakendusi
Ekstreemumiilesanded

Igapédevane elu seab meie ette sageli probleeme, mille lahendamiseks tuleb leida mingi funktsiooni suurim voi
véhim védrtus.

Naditeks on vaja saavutada maksimaalne toodang minimaalsete materiaalsete ressursside ja inimtoojouga, leida
minimaalne variant energia tarbimises jne.

Kandes nimetetud probleemid iile nende matemaatilistesse mudelitesse, voib neid uurida ja lahendada
ekstreemumarvutuse votetega.

Mingi suuruse suurima voi vihima véirtuse leidmise iilesannet nimetatakse ekstreemumiilesandeks.

Niide 1

Traadiga, mille pikkus on 200 m, tuleb iimbritseda kolmest kiiljest ristkiilikukujuline koppel. Leia ristkiiliku
mootmed nii, et tema pindala oleks suurim.
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200 — 2x

Lahendus:

Téhistame kopli laiuse x-ga, siis pikkus on 200 — 2x (vt joonis 1.). Kopli pindala on
S =(200 — 2x) x

S =200x — 2x2.

Ulesande tingimustest jireldub, et argumendi x viirtus peab kuuluma 16iku
200—-2x > 0;

—2x > -200;

X <100

ehk

0 < x <100.
Tuleb leida funktsiooni S suurim véértus antud 16igus.
Leiame argumendi kriitilised vaértused:

S’ =200 —-4x;
200 -4x =0;
X =50.

Niiiid arvutame funktsiooni vaartused kohtadel 0, 50 ja 100:

S(0)=200-0-2-02=0;

S(50) = 200 - 50 — 2 - 50? = 10000 — 5000 = 5000;

S(100) = 200 - 100 — 2 - 1002 = 20000 — 20000 = 0.

Nieme, et pindala omandab suurima viirtuse (5000 m?), kui x = 50. See on ka antud funktsiooni
maksimumkoht.

Vastus: Ristkiiliku kolm kiilge, mis piiratakse traadiga, on 50 m, 100 m ja 50 m.

Niide 2

Laohoone planeeritakse risttahukakujuline. Materjalist piisab etteantud kdrgusega vilisseina 140 jooksva meetri
ehitamiseks. Kuidas valida vundamendi modtmed, et hoone pdranda pindala oleks suurim?

Lahendus:

Olgu hoone laius x meetrit, siis pikkus on 70 — x meetrit ja poranda pindala




S =x(70 — x);

S =70x —x%

Poranda pindala S on niitid avaldatud hoone laiuse x funktsioonina ning meil otuleb leida selle funktsiooni
maksimumkoht. Selleks leiame funktsiooni tuletise, vordsustame selle nulliga ning kontrollime teise tuletise
abil, kas saadud nullkoht on maksimum- voi miinimumkoht:

S’ =170 -2x;

70-2x=0;

2x =10;

x =35 (m);

S’ =-2<0, seega x = 35 on maksimumkoht.

Leiame poranda pindala:

S=70"35-352=1225 (m?

Vastus: Laohoone pdranda pindala on suurim siis, kui pdhiplaan teha ruudukujuline, kiiljepikkusega 35 meetrit.
Sel juhul on pdranda pindala 1225 m?.

Niide 3

Risttahukakujulise plekitahvli mdotmed on 50 cm ja 80 cm. Plekitahvli nurkadest tuleb dra ldigata neli ruutu
nii, et jérelejdénud osast saaks moodustada vdimalikult suure ruumalaga karbi (vt joonis 2.). Arvuta
draldigatavate ruutude kiilje pikkus.

Lahendus:

Olgu viljaldigatavate ruutude kiilje pikkus x cm, siis on plekitahvlist valmistatava karbi pdhjaks ristkiilik kiilje
pikkustega 80 — 2x cm ja 50 — 2x cm. Et karbi kdrgus on x, siis ruumala avaldub kujul

V = x(80 — 2x)(50 — 2x);

V = 4x3 — 260x? + 4000x.

Joonis 2.

Leiame selle funktsiooni tuletise:
V> = 12x2 — 520x + 4000

ja lahendame vorrandi

12x? — 520x + 4000 = O;

12x* —520x +4000=0 |:4

3x* —130x +1000 = 0;
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Seda, kas leitud lahendid on maksimum- voi miinimumkohtadeks, selgitame teise tuletise kaasabil:
V’? = 24x — 250.

V”(33%) =24- 33% —250=550> 0, seega X = 33% on miinimum

V"(10)=24-10-250 = -10 < 0, seega x =10 on maksimum

Loigates ruudud vilja kiiljepikkusega 10 cm, saame maksimaalse ruumala
V =4-10°- 260 10% + 4000 - 10 = 18000 (cm?).

Vastus: Araldigatava ruudu kiilg peab olema 10 cm.

Niide 4

Olgu kasumifunktsioon antud valemiga z (q) =-2¢° +49q* +120q—100, kus g on tootmismaht. Leida
maksimaalset kasumit kindlustav tootmismaht ja maksimaalne kasum

Arvutame esiteks kasumi
7 (q) =-2q° +499? +120q—100
ning leiame tuletised
7'(q) =—60° +989+120 ja z"(q)=-12qg°+98.
Vorrandil
—60° +989+120=0

on vaid tiks positiivne lahend q~17,5. Kuna ="'(17,5) <0, siis g=17,5 on funktsiooni = (q) lokaalne

maksimumkoht. Tegelikult on see ka kasumifunktsiooni globaalne maksimumkoht, sest mittenegatiivsete q
védrtuste korral g <17,5 puhul kasumifunktsioon kasvab, q>17,5 puhul aga kahaneb (sest teisi lokaalseid

ekstreemume g >0 korral peale g=17,5 ei ole). Maksimaalseks kasumiks on mmax (17,5) = 6287,5.
Niide 5
Kasumifunktsioon on antud valemiga = =149-0,19%, Leida kasumit maksimeeriv q viirtus ja maksimaalne

kasum
a) juhul, kui firma suudab antud toodet toota maksimaalselt 100 {ihikut;
b) juhul, kui firma suudab antud toodet toota maksimaalselt 50 tihikut.

Lahendus.
7 =14q-0,19°,
kus juhul a) q €[0,100] jajuhul b) qe[0,50]. Leiame funktsiooni 7(q) statsionaarsed punktid:
7'=14-0,2q; 14-0,20=0=q=70.

Nieme, et juhul a) 70 tooteiithiku tootmine on v3imalik, juhul b) aga mitte. Toestame, et =70 tagab

funktsiooni 7(q) globaalse maksimumi piirkonnas g € [0, 00). Selleks saab kasutada kahte moodust:

1. Kuna 7"(q) =-0,2 <0 iga q véirtuse korral, siis =70 on funktsiooni 7(q) globaalne maksimum.

2. Kuna q=70 on kasumifunktsiooni ainus lokaalne ekstreemum, siis q <70 korral on 7(q) kasvav ja

q> 70 korral kahanev. Jarelikult on q =70 ka globaalseks maksimumiks.



a) Kuna firma tootmisvdimsus lubab toota maksimaalselt 100 tihikut, siis on kasumit maksimeerivaks (

vadrtuseks 70, maksimaalseks kasumiks on

7(70) =14-70-0,1-70° = 490 rahaiihikut

b) Kuna firma tootmisvdimsus lubab antud juhul toota maksimaalselt 50 iihikut, siis 70 {ihiku tootmine pole

firmale joukohane. Arvestades, et 7(0)=0 ja 7(50)=450, ndeme, et maksimaalse kasumi tagab

tootmismaht 50 tthikut. Maksimaalne kasum on siis 450 rahatihikut

Naide 6
Autobensiini kulu y saltub kiirusest v ning y = 58 — 1,12v + 0,008?,
30 <v<120. Bensiini hind on  €1,02.

Kui suur on 6konoomseim auto kiirus, mille bensiinikulu on minimaalne?

Lahendus
Ulesanne eesmirgiks on bensiini kulu minimiseerimine:
y =58 —1,12v + 0,008v> — min,

ehk on ekstreemumiilesanne, mida lahendatakse tuletiste abil.
Leiame tuletise

y'=-1,12 +0,016v.
Ekstreemumi olemasoleku tarvilikuks tingimuseks on y'= 0,
ehk

-1,12 +0,016v=0.
Lahendame vorrandi ja leiame v :

0,016v=112 = v= 12 _
0,016

Kuna kiirus oli piiratud (30 < v < 100), siis tuleb uurida kiiruse méarki vahemikus (30, 70) ja (70; 120). Selleks
tuleb valida véartust esimest 1digust ja teisest 15igust, asendada védrtusi y’ -sse ja uurida mis mérki omab tuletis
igas vahemikus. Kui 'y’ > 0, siis funktsioon on kasvav ja kui y’ <0, siis kahanev. Ekstreemumi olemasoleku
piisavaks tingimuseks on ekstreemumkohas iileminek kasvamiselt kahanemisele ( voi vastupidi).

y'(40) =-0, 48 <0 = y on kahanev
y'(90) =0, 32> 0 = y on kasvav

N,

30 70 120




Ekstreemumkohas on {ileminek kahanemiselt kasvamisele, ehk selles punktis (v = 70)on lokaalne miinimum.
Vastus: kiirusega v = 70 km/h on bensiini kulud minimaalsed.
Niide 7

Kuidas muutub bensiinikulu 500 km pikkuse teeldigu ldbimisel , kui sama auto (vt eclmist ndidet) Kiirus on 100
km/h? Kui suur on bensiinikokkuhoid dige soidukiiruse korral?
Lahendus:

Leiame mitu liitrit bensiini kulub v1 = 70 km/h ja v, = 100 km/h iga 100 km kohta:

y(70) =58 — 1,12- 70 + 0,008 - 70> = 18,8 (1),
y(100) =58 — 1,12- 100 + 0,008 - 100% = 26 (1.).

Seega: liikudes kiirusega 100 km/h kulub 100 km teeldigul bensiini 7,2 1 rohkem. Jarelikult 500 km teeldigul 5
- 7,2 =36 1 rohkem, mis teeb 36 - 1,02 =€ 36,72.

Niide 8

Firma kulutab x tooteiihiku ( niiteks, teleri) valmistamiseks y = x3 + 2000x + 40 000 EEK. Firma miiiib oma
toodangut hinnaga 9 500 EEK. Mitu toodet peab firma valmistama ja miiiima, et saadav kasum oleks
maksimaalne?

Lahendus
Kasum = Tulu — Kulu
Olgu kasumi funktsioon K(x);
Tulu : 9500 - x,
Kulu: x3 + 2000x + 40 000.
Siis kasum nieb vilja jirgmiselt: K(X) =9 500 - x — (x3 + 2000x + 40 000).
Ulesanne eesmaiirgiks on maksimiseerida kasumit, ehk

K(x) =9 500 - x — (x3 + 2000x + 40 000) — max.

Ulesanne kuulub ekstreemumiilesannete hulka, jirelikult saab lahendada tuletiste abil.

K(x) =9 500 - x — x3 - 2000x - 40 000 = - x> + 7500x — 40 000.

Leiame tuletise: K’(x) = - 3x? + 7500.

Ekstreemumi olemasoleku tarvilikuks tingimuseks on y’= 0, ehk : K’(x) = - 3x? + 7500 = 0.



Lahendame vorrandi - 3x? + 7500 = 0

x2 = 2500 = x == 50 ( toodete arv ei saa olla negatiivne, vaatleme ainult X = 50).

Uurime ekstrremumit, néiteks teist jarku tuletise abil :
K>’(x) = - 6x
Asendame x=50: K’(50) =-6-50=-300<0.

Kui teist jarku tuletis on punktis negatiivne, siis selles punktis on max ( kui on positiivne, siis punktis on
min).

Vastus. Toodete maht x = 50 annab maksimaalse kasumi (K(50) = - 50% + 7500-50 — 40 000 = 210 000 EEK).

Niide 9
Kerasse, mille raadius on R, on kujundatud suurima ruumalaga silinder. Leia selle silindri korgus.
Lahendus.

1) Tahistame: R-kera raadius, r-silindri pdhja raadius, H-silindri kdrgus
2) Funktsioon, milles on tarvis leida ekstreemumkohta on silindri ruumala: V = % -H , funktsioon sisaldab

kahte muutujat (H ja r), iiks neist tuleb kaotada.

2
3) Pythagorase teoreemi jirgi r’> =R? —HT

4) Asendan punktis 3) saadud tulemuse ruumala valemisse, et saada iihe tundmatuga funktsioon

2
Ve R2-P | Homey AT
4 4

37H 2

3
H
5) Vétan tuletise H kaudu (H on tundmatu, R on konstant) V'(H) = LﬂRZ H - TJ = R% - .

37H2 3aH?

0= — 7R?
4

2
6) Leian ekstreemumkoha, st V'(H) =0= R?% - ;37” — H? :% ‘\/_

_ 23R
=5

=H



Niide 10

Traadist, mille pikkus on 90 cm, on tarvis valmistada korrapérase kolmnurkse prisma mudel. Kui suur peab
olema prisma pohiserv, et prisma kiilgpindala oleks suurim?

Lahendus. Olgu korrapérase kolmnurkse prisma pohiserv a ja korgus h. Sellel prismal on 6 pohiserva ja 3
kiilgserva. Taadi pikkus on 90 cm, saame seose

6a+3h=90
ehk
2a+h=30.

Prisma pohja iimbermdot on 3a ja prisma kiilgpindala S, = 3ah.

Seosest 2a+h =30 saame, et h=30-2a. Asendame selle prisma kiilgpindala valemisse.
S, =3a(30-2a)=90a—6a”.
Vaatleme kiilgpindala S, kui funktsiooni, mille argumendiks on a. Antud iilesandes tuleb leida niisugune

pohiserva a vartus, mille korral S, oleks maksimaalne. Avaldame S, .

S, =90-6-2a=90-12a.

’

Lahendades vorrandi S, =0, saame
90-12a=0 = a=7p5.

Uurime funktsiooni S, teise tuletise marki.

Et Sk" =-12 <0, siis a =7,5 on funktsiooni S, maksimumkoht.

Vastus. Prisma kiilgpindala on suurim, kui pohiserv on 7,5 cm.

Naide 11. Kolmnurka, mille alus on a ja korgus on h, on joonestatud ristkiilik nii, et selle kiilg asub kolmnurga
alusel. Leida ristkiiliku modtmed, kui tema pindala on maksimaalne.

Lahendus.




Téhistame ristkiiliku kiiljed tdhtedega X ja y. Siis ristkiiliku pindala

S =xy.

Kolmnurgad AABC ja ADEC on sarnased kolmnurgad (vt. joonist), jarelikult nende kolmnurkade aluste suhe
vordub korguste suhtega, seega

a__h_
X h-y

millest avaldame y.

a(h-y)=hx,
ah—ay = hx,
ay =ah—hx,

_ah-hx

h—hx
a a

Jarelikult ristkiiliku pindala avaldub argumendi x funktsioonina jargmiselt:

S(x)zhx—hxz.
a

Ristkiiliku pindala saab olla maksimaalne argumendi X nende véartuste korral, mille puhul S’ (x)=0.
Leiame funktsiooni tuletise ja tuletise nullkoha.

s'(x)=h-"ox =h-2Ny.
a a
h—gnx:o,
a
h:2—hx|:h,
a

. . a
millest saame, et tuletise nullkoht on x = E'

Funktsiooni S(x) teine tuletis S~ (x)= _&h 0, seega X = % on selle funktsiooni maksimumkoht.
a

1
Leiame veel y:h—nx:h—L-’{?:h—
a

1

N | o
N =

. h
Vastus. Ristkiiliku mddtmed on g ja >

Naide 12. Vordhaarse kolmnurga haar on b. Missuguse tipunurga korral on selle kolmnurga pindala
maksimaalne?



Lahendus.

Kolmnurga pindala vérdub poolega kahe kiilje ja nende vahelise nurga siinuse korrutisest, seega
1.,.
S(a) ==b’sina.
2
Leiame viimasest tuletise nurga o jargi.

S'(oc)zéb2 cosa.

Kolmnurga pindala on maksimaalne tipunurga a. selle viirtuse korral, mille puhul S (a)=0. Saame, et sel

juhul peab cosa =0 ehk « =%.

Uurime funktsiooni S («) teise tuletise mérki.

S (06)=—%bzsina, S”(%j:—%b2<0,

seega kohal & =2 on funktsioonil S(a’) maksimum.

Vastus. Kolmnurga pindala on maksimaalne, kui tipunurk o = %

Naide 13. Leida kerasse raadiusega R kujundatud suurima vdimaliku ruumalaga koonuse korgus.

Lahendus.



Joonisel on kujutatud 1dbildige sellest kehast.

1 .y . N
Koonuse ruumala V = §7zr2H , kus r on koonuse pdhja raadius ja H on koonuse kdrgus.

h=H —R (vt. joonist).
Pythagorase teoreemi kohaselt
r’=R*-h’=R°-(H-R)’=
=R*~(H?-2RH +R*)=2RH -H",

. 1 .
Asendame saadud r’ avaldise koonuse ruumala V = §7z' r’H avaldisse ja saame, et

2 1

V(H) =%7z(2RH ~H*)H =2 7RH? -2 7H*.

Leiame sellest tuletise korguse H jéargi:

V'(H):gﬁR-ZH —%ﬁ-BHZ =

:ﬁﬂ'RH —ﬂHZIﬂH(ﬂR—H),
3 3

millest V' (H)=0, kui %R—H:O ehk H:gR.

Uurime funktsiooni V (H) teise tuletise mérki.



V' (H)=27R-7-2H =2 2R~ 27H
3 3
ja
V'[2R)=2r-27.2R=2R-8r=_2 1R <0
37 3 3 3

3

. 4
Vastus. Suurima ruumalaga koonuse kdrgus on 3 R.

Naide 14. Silindri ruumala on V. Leida selline seos silindri raadiuse r ja korguse h vahel, mille korral selle
silindri tdispindala on vahim.

Lahendus.

Silindri ruumalaon V = zr?h, millest h= v

zr?

Silindri tdispindala on

> =

S(r)=2xr*+2zxr- Vo orreavi
zr r

Leiame viimasest tuletise pohja raadiuse r jargi.

’ 3_
S(r)=47zr+2v-(—1]=2-27”—v.

r.2 r2

Saadud tuletis on vdrdne nulliga, kui murru lugeja 27r® -V =0 ehk V =27zr°,

2r?
Asendades selle vordusesse h = LZ , saame, et h = il = 2r.
zr Tr

Vastus. Seos silindri kdrguse ja pdhja raadiuse vahel on h=2r.






