MAARATUD INTEGRAALI RAKENDUSED (1)

Probleem — leida funktsioon tema tuletise jargi — on ajalooliselt vaga lahedalt seotud tasandilise
kujundi pindala maaramise tlesandega. Elementaarmatemaatikas vaadeldakse ainult sirgldikude
jaringi kaartega piiratud tasandiliste kujundite pindala. Suvalise joonega piiratud tasandilise

kujundi pindala defineerimiseks ja arvutamiseks osutuvad aga elementaarmatemaatika meetodid

puudulikuks. Siin tuleb appi integraal.

Tasandilise kujundi pindala arvutamine

I juhtum

Kui 16igul [a; b] funktsioon f(x) > 0, siis méédratud integraal tdhendab
geomeetriliselt niisuguse kovertrapetsi pindala, mis on piiratud alt z-teljega,
iilalt funktsiooni y = f(x) graafikuga, vasakult sirgega ¥ = a ja paremalt
sirgega = = b.

Joonisel esitatud kdvertarapetsi pindala on
b
SapBa = /f(fl'}fffl'
i

Néide 1
Arvutada tasandilise kujundi pindala, mis on piiratud parabooliga y = x2 ja x-teljega vahemikus -7/<x<2.

Y S . - o . N
i - S Joonistades vaadeldava kujundi ndeme, et argumendi rajad on -1 ja 2. Siis
moodustame integraali
2 3
3 3 (-1
7 5= :Egd:i:::%‘g :%—(—3) =3.
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Naide 2
Leida sirgetegax =2, x =8,y =0 jay = x piiratud kujundi pindala.



Leida sirgetega x =2, x = 8, y =0 ja y = x piiratud kujundi pindala.
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Antud iilesanded on rajad ¢ =2 ja
b =8 ning fix) =x
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Kuna tegu on tegehkult tdisnurkse
trapetsiga, siis kasutades trapetsi
pindala valemit, saame samuti

vastuseks S = 22L8 6=30.

Leida joontegay = x2 + 2,y = 0,x = —2,x = 1 piiratud kujundi pindala
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2 x = 4 ning x-teljega piiratud kujundi pindala
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Arvutada tasandilise kujundi pindala,

y

y=8-x?

Il juhtum

Y«

mis on piiratud parabooliga y = 8-x2 ja x-teljega vahemikus -7<x<2.
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i(s-f}a:(s:c-x—;]: =(8-2—2§J—[8-(—1)—(_;)3 -

Kovertrapetsi pindala on 21 i’

Jargnevalt vaatleme kdvertrapetsit, mis ei ole alt piiratud x-teljega, vaidfunktsiooni y = g(x) graafikuga.

Piirkond on kujutatud joonisel.
Y

y=f(1)

limselt on kdvertrapetsi A'B BA pindala kdvertrapetsite
abBA ja abB A’ pindalade vahe.
Seega kovertraprtsi A'B'BA pindala on

Swmna = [1/(@) — glallds

a

NB!See valem kehtib ka siis, kui mdlemad jooned asuvad
allpool x-telge v@i kui jooned asuvad erineval pool x-telge.

Leida joontega

piiratud kujundi pindala.

Joonestame mdlemad jooned teljestikku. Kasutame valemit viimast valemit.
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Néide 8
Leida joontega y = x? jay = +/x piiratud kujundi pindala
Leiame joonet I16ikepunktid (integreerimisrajad). Selleks lahendame voérrandi:

=,
= x-Jx=0,
= u"';(x —1)=

= x=0 x=1
Jooned I6ikuvad punktides (0; 0) ja (1; 1). Seega kujundipindala vordub

. ! [/+1 3 %(zﬁ—fj}_

Naide 9
Leida joontega x + y = 4 ja xy = 3 piiratud kujundi pindala.
Integreerimisrajade leidmiseks on vaja lahendada vorrandisusteemi:
x+y=4
{ xy =3
Esimesest vorrandist: y= 4-x, asendades teisse varrandisse saame x(4 — x) = 3. Selle ruutvérrandilahenditeks

on1 ja 3. Ning vastavad y-i vaartused on 3 ja 1.
3 2
3:][4—;;—3]@;;: ax-" —3mlx |} =
1 x 2
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11 juhtum

Juhul, kui tasandilist kujundit saab jaotada n kdvertrapetsiks (vt joonist), siis kujundi pindala S voérdub tksikute
kdvertrapetsite pindalade summaga
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Naide 10

Arvutada kujundi pindala, mis on piiratud joontega
y=5—x, y=z2—4z+5 =1, z=4.

Joon y=x2-4x+5 on parabool. Parabooli kujundamiseks on vaja teada haripunkti. Siis teisendame antud
funktsiooni taisruuduks muutuja x suhtes, s.0 y-1=(x-2)2.

Seega parabooli haripunktiks on (2;1). Joonistades vaadeldava kujundi,

Y
‘ naeme et see koosneb kahest osast. Esimene neist tekib, kui /<x<3 ja teine
kui 3<x <4. Siin l8ikepunkt x = 3 oli leitud siisteemist
y—1=(z-2)%
y=5—m.
Arvutame pindalad 51 ja 52
3
f |(5-2)~(s2-45+5)|az =¥,
1
4
il
f £2—43:—|—5)—(5—$)]d3: =%
3
Jarelikult
5=5+5,=3
Néide 11

Leida joontega y = % y=x+1,y =0, x = 3 piiratud kujundi pindala.
Otsitav pindala (punane) on kahe kujundi pindala summa:

1) 1oigul = 51 x-telje peal on funktsiooni #= % *1

2
<o [13] . . F= .
2) 16igul *+-1 x-telej peal on funktsioni X graafik.

graafik



Seega

1 3 2

S:[(x+1jdx+[@= iz L1+ 2(n x)|§=l+1—[l—1]+2ﬂn3—mlj=
! } x > 2 2

=%+1—%+1+2ﬂn3—0)=2+2]113=2(1+]113)

Vastus: S = 2(1 + In3) ~ 4,20h?

IV juhtum ( juhtumi 11 jareldus, kui f(x) = 0 ehk y-telg)

Olgu antud pidev funktsioon f(x)<0 I6igus [a;b]. Jarelikult
b b
§=[-smdr=—[ £ (xdx
] e

Integreerides 18igus [a;b] funktsiooni f(x)<0, saame vastava (allpool x-telge asuva) kdvertrapetsi pindala
vastandarvu. Seega allpool x-telge asuva kdvertrapetsi pindala saamiseks tuleb votta integraali absoluutvaartus
vOi vahetada integreerides rajad.

Naide 12

Leia kévertrapetsi pindala, mida piiravad jooned y = -0,5x*> + 2x - 3, x =-1,x = 3jay =0

Lahendus:

Kui kdvertrapets asub allpool x-telge, siis on pindalaks méératud integraali absoluutvaartus. Selle arvutamiseks
vOib aga ka vahetada rajad.

Kui me arvutaksime rajades -1st kuni 3-ni, saakisime tulemuseks negatiivse arvu. Pindala aga ei saa olla
negatiivne. Seega algul arvutame integraali (rajades -1 kuni 3) ning pindala vastuse andes votame saadud arvu
absoluutvéértuse.
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Vastus: Kdvertrapetsi pindalaon > pindalaiihikut.
V juhtum (juhtumite 111 ja IV jareldus)

Juhul kui kujundi pindala on piiratud mitme joonega (vt nt joonist), siis tuleb vaadelda iga kujundi osa, nt mis
vastab tihele funktsioonile v0i funktsioonide vahele. Joonisel oleva kujundi pindal vérdub (nt):

Y b d c c
\ S 4gcp = .[ f(x)dx— I g(x)dx+ I v(x)dx — Iu(x)d*c
- a a b d

ftx)

d b c
Suscn = j [F(0) — g(0)] dx + j [F () — u(x)] dx + j [v () — ()] dx
a d b
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VI juhtum

Funktsiooni parameetriline esitusviis (kordamine):

Uheks funktsiooni analiitiliseks esitusviisiks on funktsiooni parameetriline esitusviis. Parameetrilise esitusviisi
korral ei ole kaks muutujat x ja y omavahel otseselt vérdusega seotud, vaid on seotud labi kolmanda
muutuja, nn parameetri t. Parameetrilise esitusviis on tldjuhul

x = (i)
(7] B

(1)
Parameetrilisel kujul on vdimalik esitada kdiki funktsioone.
Funktisooni y = x2 parameetriliseks esitusviisiks on

r=1t
Y = t2

Funktsiooni x? + y? = r? parameetriliseks esitusviisiks on

Tr=rcosl
y=rsint

Selles esitusviisis on parameetriks t joonisel ndidatud nurk.

pY

Joonis Parameetri ¢ tihendus

Funktsiooni y = x? parameetrilist esitusviisi tavaliselt ei kasutata, sellel puudub méte. Kiill aga kasutatakse
funktsiooni x? + y? = r2 parameetrilist esitusviisi.
On funktsioone, millele ainsaks moistlikuks esitusviisiks on parameetriline esitusviis.
Naide 12
Vaatleme parameetrilisel kujul esitatud funktsiooni

{ r = u{f — sint)
|

y=a(l —cost)

Funktsiooni graafikuks on tsukliline joon, mida nimetatakse tsukloidiks. Tstikloid on joon, mille kirjeldab
ringjoone raadiusega a uks punkt, mis algasendis asub koordinaatide alguspunktis, kui panna ringjoon veerema
modda x-telge. Sellisel juhul on funktsiooni parameetrilises esitusviisis parameetriks t selle ringjoone
poordenurk algasendi suhtes.
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Joonis Tsiikloid

Kui joon y = f(x) on antud parameetriliste vorranditega
x=x(t),y=y(t),t € [ty; t;]

siis teeme pindala valemis S = fabf(x)dx muutujate vahetuse

z = z(t), siis dz = H(t)dt, ja y =y(2).
Pindala arvutamise valem omab kuju
ta t
5= [y©dxe) = [y #@ae

h h

B y=J(x

Leida ringi pindala, kui ringi raadius on r.

Lahendus.Paigutame ringi xy-tasandil keskpunktiga koordinaatide alguspunkti.




Y Piisab, kui leiame esimeses veerandis oleva ringi sa pindala ja hiljem korrutame
w4 selle neljaga. VV6tame ringi vaadeldavat osa piirava ringjoone vorrandi
parameetrilisel kujul

. L =7rCost, y:?’SthiE[U?%]

jateeme valemis S = f; f (x)dx muutuja vahetuse

T =rcost, dr =—rsintdt, y =rsint

Et punktile a vastab 7 = z/2 ja punktile b vastab t = 0, siis valemi S = f:f(x)dx pdhjal

0

S:éfTsint(—T)sintdt:4T2 sin?tdt =nr2,
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