Tasandilise kujundi pindala arvutamine

Leida kujundi pindala, kui kujund on piiratud joontega y = —x? + 4x — 3 ja y=0

YA

Leiame punktid, kus kdver 13ikab x telge. Nendes punktides v =0 ja jarelikult _ _
tuleb lahendada ruutvarrand y=-x'+dx-3
~x*+dx=-31=0
xi-dx+3=0

Kasutades maandatud routvdrrandi lahendivalemin 1 3
x=2 #1'2: =3=2x], X = ] - X, =3,

Miilid, kasutades mifratud integraali
3

3
S-f[—.‘rz *ir—l]:i'r-[—%.r} +2x* —3.':']
1

=(-9+18-9)-f -Li2.3] -2
3 3

Leida kujundi pindala, kui kujund on piiratud joontega x = —1,x = 3,y = 0,y = 2x? — 4x + 3.
Lahendus:
Joonise tegemiseks on vaja leida parabooli haripunkt. Me médname, et kui on teada funktsiooni

: .. . . . . X, +Xx
nullkohad x, ja x,, siis saame haripunkti abstsissi valemi x, =—~1—2

jirgi. Siin aga on

diskriminant negatiivne (D =(=4)" =4.2.3=-8<0) ja ruutvdrrand seega ei lahendu. Siis tuleb

y=2x"=4x+3

leida x-teljega paralleclne sirge ja lahendada vorrandisiisteem { 3 siit
"'=

>
2x* =4x=0; 2x(x=2)=0; x, =0 ja x, =2, siis x, =0L‘)"=l. Muidugi, .

saame ckstreemkoha esimese tuletise nullkoha abil hoopis hdlpsamini
y =4x=4, siit 4x=4=0, x, =1. Koostame tabeli ja arvutame funktsiooni viirtused, teeme
Jjoonise.
x|-1 [0O]1[2
yl9 |3]1]|3]|9

wY



Leiame pindala: § = j'[zf —4x+3-0px=
-1

3 ¥
=[%-zf +3x] —18-1849 +§+1+3=14§ pindalaiihikut.
-1

Leida joontega y=x*, y =%~ ja y=2x piiratud kujundi pindala.

Lahendus.
Joon y =x* on parabool.

-
-

X
Joon y= - on parabool.

Joon y=2x onsirge.
Parabooli y = x* ja sirge y =2x Idikepunkti koordinaadid saadakse

. . |y=x*
vOrrandisiisteemist { A Lahendame selle.
y=2x

2

x*=2x, ¥=-2x=0, x(x-2)=0, x,=0, x,=2. Vastavalt y,=0, y,=4.

Parabooli _1-=? ja sirge y=2x ldikepunkti koordinaadid saadakse
X

vorrandisiisteemist {° 2 . Lahendame selle.
y=12

I:

?:lx. ¥ =4x=0, x(x=4)=0, x =0, x, =4. Vastavalt y, =0, y,=8

Leitava kujundi pindala koosneb kahest osast, lidame méifiratud integraalid, mis neid
pindalasid arvutavad.

%%
b
iy

W s
(o 1
- '::
I}
—
L.JI"",___
I
o | "
L
=
+
—
bd
HI i
|
o | M.
—
I}
'




Ulesanne 4
Leia kujundi pindala, kui kujund pn piiratud joontega y = x2,y = xiz,x =2

A

~
i

I°/

Leida joontega y = 2x — x? jax + y = 0 piiratud kujundi pindala.

Lahendus.

Joon y=2x—2x* on parabool.

Joon y=-x on sirge.

Parabooli y =2x—x" jasirge y=-x ldikepunkti koordinaadid saadakse

y=2x-x"

vorrandisiisteemist { . Lahendame selle.

y=-x
2x=x"==x, 3x-x"=0, x(3-x)=0, x,=0, x,=3. Vastavalt
»=0, y,==3.

Leitava kujundi pindala




Ulesanne 6
Leida kolmnurga pindala, kui kolmnurga tipud asuvad punktides (0,0), (2,6) ja (7,1).

Lahendus
Leiame kilje OA vdrrandi
A7Xy _ ¥~ a
A4 " Xg .J"Jq_.}’a,
=0 _ y-0
-0 6-0’

=

= y=13x

2
X
= =
2

o |

Kiilje OB vorrand:
A7Xy _ ¥ e
Ap T Ag .J’?B_.}?-S',

x—0_y-0

-0 1-0°

=

Kiilje AB vorrand:
A7&y _ Y7 Vs
Xg=Xy Ya~Vs

x—2 y-#&

:> =—F
-2 1-6

6

5

-2
S y=o-x

Lh

Jooniselt ndeme, et kolmnurga pindala on vordne kahe integraali summaga:
2
10%* 45
+| EBxr—-—
. 7

10'4+[56—£]—[16—2j] =20

2 7

x x
S=0L+1 = [3x——].:1’x+ [8—x——].:1’x= —

‘! 7 ‘! 7 7 , 7 7

y
A(2, 6)
B(7, 1)
0(0, 0) g

Ulesanne 7

On antud jooned y = sin X jay = cos X. Leida sirgetega x =0 ja x =g ning antud joontega piiratud kujundi pindala.



Lahendus:

¥
I
l -
| .l .‘3
| V= o5 X i:. = ..‘.?
' 2ete
' %1 ts2e
| L) o
| y y
| &
-2 n -y “- I ] .
:'5 ry \
| T
| 2
y=sing 1 |x=0

Leiame sirgetega y = sin x ja y = cos x piiratud kujundi pindala.

S, =S,=

S=2.

o'—.am

\2

[z

N

o'—.bm

\2

N2 g

)

(cosx —sin x)dx

22

S= 2\/5— 2 (pindalathikut)

Leida kujundi pindala, kui kujund on piiratud joonega x = 2,x =

Leiame parabooli haripunkti abstsissi: y

Koostame tabeli ja teeme joonise:

2

x| 1

3

- 5

yvi|i-5 |-2

iy

5

(cosx—sinx)dx = 2[smx+cosx]‘3=2~(sin%+cos%—sin0—cosoj:

——1j 22 -2.

5y=0,y=-x%+6x—10

=2x+6,sit =2x+6=0; x, =3.




Leiame pindala:
5 5 ¥ g
§=[[0-(=x*+6x =10}t = [ (x* = 6x +10)ar = [?- 3x + ]ﬂx] =6 pindalaithikut. Siin on

jooniselt kergesti voimalik vastuse digsust kontrollida (6 ruutu). Tasub réhutada, et kui pinnatikk
jdab taielikult iilespoole x-teljest, siis nulli lahutamine ei muuda ju midagi: ja kui pinnatiikk jaib

tiielikult allapoole x-teljest, voib nullist lahutamise asemel rajad dra vahetada. Siin

S = |(=x* + 6x=10)dx = 6 pindalaiihikut.

I S

Leida kujundi pindala, ku ikujund on piiratud joontega x = 0,y =0,y = (x — 3)(2 — x)
Leiame parabooli haripunkti abstsissi, selleks y=0: x, =3 ja x, =2, siit x, =

Et oleks parem integreerida, teisendame funktsiooni kujule y=-x"+5x-6.

Koostame tabeli ja teeme joonise:

v[2 [0 [025]0 |=2

0 3 2 .
Lelame Piﬂdﬂlﬂ §= J-(— _'[I + Sx - ﬁ}']_r = |i—%+ % - ﬁ.‘[} = ; -10+12= 4% Plndﬂlﬂlll]lkl]t

2

Siin raja x=0 on ette antud ja raja x=2 leiame nullkohtadest. Rajasid vahetades jidb pinnatiikk
tiielikult allapoole x-telge, saame ruutfunktsiooni integreerides kohe pindala, st ei pea tegema

tehet 0-(-x"+5x-6).
Ulesanne 10
Leida kujundi pindala, kui kujund on piiratud joontega
x=-1,x=2,y=x%+2,y=3x —x?
Lahendus:

Paraboolide haripunktid on punktides (0; 2) ja (1,5; 2,25)



Koostame tabel ja teeme joonise:

4
x[2 [-1 [0 1 |2
vie [3 [2 [3 |6 \2.
x|0 |1 |15 [2 |3 \
v|i0o [2 [225]2 |0
1]
2 o 2
2
-4

Arvutame pindala:

2 z
§= Jz.[xz +2—(3x—xl}}ix: J(E_r1—31+2}ix:[2;3 - 3;1 +21j| =75
5 3

-1

Leida kujundi pindal, kui kujund on piiratud joontega

y=-x"-2x+8 ja y=6-x

Lahendus:

Leiame parabooli haripunkti abstsissi: y ==2x =2,y =0,x, ==1.

Koostame tabeli ja teeme joonise:

10
x[-3 |-2 [-1 0 1
y B |9 8 |5
x|(0 |6
vi6 |0
4
Sirge on méiratud kahe punktiga. Leiame rajad:
y==x"=2x+8 5 . 3 N
) 6 = =x" =2x+8=06-x, millest x"+x-2=0 ja rajad on seega x, ==2,x, =1.
v=06=x

Arvutame pindala:

S= j[-x1 —2x+8=(6-x)ix =

3

5 1
(_ - 2};1 - [_ IT - % + Zx} = 4,5 pindalaiihikut;

IL!—..—



Ulesanne 12
Leida kujundi pindala, kui kujund on piiratud joontega
y=x"; Fﬁx—xlja =0

Lahendus:

| Selle pinnatiiki pindala koosneb pindalade summast § = §, + §, voi vahest
o
§=8§,=-5,.

S, = ]}-(Q—xz)dx=18 ja S, = i[@-(ﬁ-f]}ﬁ: 9,

-3

C Sszj-(g—xz}ix:Erﬁ ja 54:j(6x—_r1—13}i_r:9_
e 0

Seega 5=27 pindalaiihikut.

Leida kujundi pindala, kui kujund on piiratud joontega

3 8 .
y=x; y= Eﬂjﬂ y=8

Lahendus:
(- = Selle pinnatiiki pindala koosneb samuti pindalade
J summast § =8, + 5, voi vahest § =58, = (5, + 5,).
4 ] 9 ]
S, = [[B=l-x*jr=12 ja 5, = I[E—E«EJ:&: 24
2| ] 1}
o
: P T T 5 =8-11=88 ja S, = [[~x" Jix =4 ning
o E ‘“Il'_
S.=1ll=- =48.

Leida kujundi pindala, kui kujund on piiratud sirgetega

r—2y—4=0, r+2=0, x—2=0, y=A0.



Joonistame koigepealt vaadeldava kujundi ja

néeme, et antud 18igul [-2; 2]funktsioon

on negatiivne. Siis pindala leidmiseks moodustame integraali antud

funktsioonist ning tulemuse votame absoluutvaartusega

Leiame joontega y = Inx ja y = In® & piiratud kujundi pindala.
Skitseerime joonise

L3
] lﬁ
ws
a6
o4
o
L 1 14 L6 L3 11 14 Y

Et |
{ 4= 1121 =a=n=1b=r=¢
y=In"x
ja
In® = <lnz (z€(l;e]),
siis

5= / | (111 x — In® J::) dar.
1

Leiame esiteks. et

. 2Inwx
- u=Inz : du= dir
In®rdr = T -
1 )
do =dr U=

= {:::1112 1.'”'; -2‘[.111:;:(!1' =f:'—?f Inzdr.
1 1



S=3/ Inxdr —e = {
J1

Ulesanne 16

Leida joontega =2 —x% ,x =

N

ositi

integreerimine} =3-1-e+0=3-e.

1, x = 2 piiratud kundi pindala.

Kujund koosneb kahest osast.
Esimese osa pindala on

e

Ulesanne 17

V2 w2 5
2—xHdx=—-=
| @-xdx= =2
Teise osa pindala on
2 42 4
- @Q-x¥dx=——=
N 3 3
Otsitav pindala on
W2 5 42 4 82
S=——-+——==——-3(iih?)
3 3 3 3 3

Leida joontega y = —e”*, x = 1 ning koordinaattelgedaga kujundi pindala.

S:—_i.(—e'x}.:fx: _ll-excfx:exﬁ =e'—g' =1

1] 1]

Ulesanne 18
Leida joontega
»y= x2—2 ¥= 2X+1

piiratud kujundi pindala




3 3

§=[(2x+1- (= - Dlix= [fea+1-2* +2ix =

-1 -1
E
=
5 2

= (9+9—9)—(—3+1+1]:9+_:m_
3 33

(3+2x— x3)dr = (3x+ - é}ﬁl =

x2-2=y

Integreerimisrajad saadusd susteemi {Zx 1=y

Leida joontega

It 44y =0 2x+4y+1=0

piiratud kujundi pindala

1 N 1
_E(x+x -z )|_1ﬁ—3[1+1—1—(—_

Integreerimisrajad on leidud v@rrandist
—2x-1 3,
=——x
4 4

3% = 2x+1
3x* —2x-1=0
D=4+12=16,D =4

214

&

M=

Ulesanne 20

Leida joontegay = 1 — x2, y = x2 — 2, x=0, x=1

1

1

+—t+—
29

i H | H 1 1
A J[_Exz_[_i_l]]m j[lﬂ_ixz]dx
A et 4 2 4 EACIEAR

)-

lahendamise teel



1
5
S=f [(1—x2)—(x2—2)]dx=§
0
L iy (y=1-—x? .
Integreerimisrajad on saadud stisteemi {y 2 lahendamise teel.

Leida joontega
y=x2—6x+9, y=-4x+8 ja y=2x-7

piiratud kujundi pindala.

Teeme joonise

414 Leiame ruutfunktsiooni nullkohad: x* — 6x + 9=0=>(.I—3)2 =0, seega x=3.
3 - Joonistame sirgete y =—4x+8 ja y=2x —7 graafikud.
Leiame vastavate graafikute 16ikepunktid:
2 7 =x? -
A T TN 10 x =1 A 4)
1 - y=—4x+8
_ 2
- B YT O L 160> x=4= B4 )
v=2x=7
-1 y=—4x+8
C: = 4x48=2x-T=x=25=C(25.-2)
=2 1 y=2x-7
_3 -

Jaotame kujundi kohal x = 2,5 kaheks osaks, siis kujundi pindala § =5, + §,.

[

25 25 3
Et S = | (x> —6x+9—(-4x+8))dx = | (x —21+l)dx=[%—x2 +x]
1 1 1

125 25 5 1 9 .
=———+———+1-1==ja
24 4 2 8



-

. 2 - 2 \'3 2
Sy = [l —6x+9-@x-Dhr= [(x? -8x+ l6)dx=['?-4.t" B l6.r)

25 2,5

oW

=ﬁ—64+64-g+25—40=I(Sl—15=ll
3 24 8 8
Seega S=2+2=E=2l
5 & 8 4
Vastus: selle kujundi pindala on 2,25 pindala iihikut.
Ulesanne 22

Leida joontegay = 1 + 4x — x? jay = 3x3 + 1 piiratud kujundi pindala

S—Jl[(1+4 2)y—(Bx*+1)]d _ 27
= . X —X X X = 324
o . =1+ 4x — x? .
Integreerimisrajad on saadud slisteemi {y N 3x *" Jahendamise teel
y=3x>+1

4_

3_

2_
1 ; : o ‘!I 2 3
Leida kujunditega y = 2x3 + 1 jay = —x? + 4x piiratud kujundi pindala.

Lahedus WIRISe ja Geogebra abil

Geobebra qbil




Wirise abil

e integreerimisrajad:

Toimeta ISOperatsiu:unnidEl Simbnlid |.&naluus |ru1aatriksid |Elhikud |K|:umbinatu:|nrika Geomeetris |Hreeka |F‘ru:ugrammeerim

0 @ Io| 5 0° 40 E O | [0 | joonesta joonestalisadega | lshendavirrand  w | {S}
@ ol oo o, %6 | £ I | |0 | joonesta3d lahenda siisteem

4 4 4

3] -3

lahenda(2x?+1==-x2+4x) =» {{x=1},{x=——— x=——+ -

e integreerimine:

Toimeta | Crperatzioanicl I Slimbolicl |.ﬂ.naIUUs |Maatriksid | Ulhikacd |K|:umbinat|:u3rika Geomesttia |Kreeka | Programmestiming

M @ Io| 5 0° 0 | E O | [0 | ioorests  joonesta isadega | lshenda vireand | {E]}
O o oo 0o, i) ; f{. O] | joonestszd lahenda =istesm
N1 3
4 4
119 /17
@23 +1-(-x2+4x)) = — =l
_V"ﬁ 3 96
4 4

Toimeta |Operatsiu:u:unid |S[meculid I-ﬂmaluusl hnfiatriksicl |Uhikud |Kumbinatuurika GZeomeetria |Kreeka |F‘ru:ugrammeerimi|
im0 im0 | 92 | f7 3
im0 | 0| fou fi

119-4/17 433
192 192 =l

(—xZ2+4x-2x3-1) =»
17

N7 3
T

119V17 | 119V17-433 _ 119v17 433
+ = —
9% 192 64 192

11917 433 ..
— 222 ij1h?

Vastus: pindala on " 57

Leiame ellipsiga

2 2
+

ar

%S

ol



piiratud kujundi pindala.
Lahendus:

Tanu simmeetriale piisab leida vaid esimeses veerandis paikneva osa pindala ja korrutada see neljaga.

bvaz—x2 L. . .
,y=0,x=0, x = a. Selle ellipsi esimeses veerandis paiknev kaar on

See osa on madratud joontega y =

parameetriliste vorranditega

{ r=acost (t € [0;7/2])

y = bsint

Teeme valemis S = f:f(x)dx muutuja vahetuse: y = bsint, dx = —asint, a —le vastab t = g ning b-le t = 0 (sest
t muutub kella osuti suunas, aga pindala arvutatkse x-telje positiivses suunas)

X
4 0 4] 4@=0)

t=m

3n
.82 (t = 7]

n ] i ]
5= 4] V(£ %' (t)dt = 4]& sin ¢ - (@ cost)'de = 4jbsm ¢ (—asin £)dt = —4abjsm ? tds =
" 3 3 3
17 1 o o
=—4ab-—l(1—c0523jd£=—2ab.ﬁ——sin?.t '1=—2czf:- O-0—-|==0||=—-2ak | ——|=mb
2 2 z 2 2
)
Ulesanne 25

Leida joontega
x(f) =Af, W)=t +2 1224
piiratudkujundi pindala.

Lahendus:

Kasutame valemit

5= fy(ﬁ] X't

]



Leiame tuletise

1
£2

x(6) = () = (zﬂ) ~

[\_:u|w

k

— i
2 e .
Seega:

5= fy(.ﬁ) X()dt =j.;;+ 2). §£dz = %I(ﬁ«a‘rﬁ_+2wfﬁ_)cﬁ = ;I(ﬁ + 267yt =
1 1

3[252+2 Z¢ ]| ( «..'f_+2\f_]| G«J’E+%@—[%wﬁ+§wﬁ]]=

215 3
- 3[32 E_E_E]zg(ﬂ+ﬁ]= 5. 163 _163
5 3 05 & 5 3 15 5
Vastus: § = % (ih?
Ulesanne 26
Leida joontega
2 =1-£,y@ =t 12¢24
piiratud kujundi pindala.
Lahendus:
Integreerime
_[y(.ﬁ} x(z)a.f.z_[f (—1)dt = —]'zﬂcﬁ_—g[r?}h _——(8 1=
f

Oige pindala vastus on “+”'mairgiga. Otsearvutamise teel saadud negatiivne vastus, sest parameetri t kasvamisel x-
vadrtused kahanevad. Seega otse arvutamisel oli vaja integreerimisrajad dra vahetada (ehk integreerida 4.st kuni 1-ni)
vOi integraali ette panna “-” mérk

Ulesanne 27
Leida joontega
{x(ﬁ) = 2 cost

y(8) = f2sin ¢
x=1 {x=21)

piiratud kujundi pindala
Lahendus:

Vorrandid

x(f) = 42 cost
yi(£) = 2sin ¢



madravad ringjoont keskpunktiga (0;0) ning raadiusega v/2. Vérrandiga x = 1 on méératud y-teljega paralleelne
sirge. Viirutatud ala pindala on otsitav (vt joonist)

x(tj =2 coist
y(zé = «ﬁsmgt

Leiame parameetri t integreerimisrajad:

kui x = 1, siis v8rrandist x(t) = v2cost saame

1= w‘E Cosi
|:-::us£=i=£=>.t=iE
S22 4
T T
f=—— f=—
Alumisele punktile vastab vaartus 4 tlemisele - 4

Kujund on simmetriline x-telje suhtes, seega arvutame tlemise osa pindala (vérvitud sinisega) ning korrutame see
kahega.
Funktsioon

x(E) = 2 cost

T
0, —:|
kahaneb piirkonnas [ 4 , seega pindala arvutamisel pannakse integraali ette “-” mark
t 7 i
g= —EIy(ﬁj F(dt = —2] N2 sin g (2oose)ds = —2jq Zsin £ (—2 sin £)dt =
1 0 0
T 5 1% 1. 2 T a1y o
=4[sm .z.:fz=4-—j(1—cos 2)de = 2|t ——sin 2t ||f =2 S—Ssin = —(0-0) |=2| S -2 |=2-
! 21 2 4 2} 2
Vastus: S = "T_Z iih?~ 0,57 iih’
Ulesanne 28
Leida ringjoone x° + y° = 8 ja parabooli y=% I61kumisel

tekkivate kujundite pindalad.

Lahendus:



Leiame koigepealt ringjoone ja parabooli loikepunktid. Selleks tuleb
. C xZ+y?=8
lahendada varrandisiisteem 2

Jf=?

- 2 X .
Teeme seda asendusvditega, saame x~ + T 8 ehk x* + 4x* - 32 =0, mis on x°

suhtes ruutvorrand. Tema lahenditest x° = 4 ja x>=-8, on teine vddrlahend, sest
alati on x* > 0. Seega x* =4, millest x = +2. Niisiis on ringjoone ja parabooli
ldikepunktideks 4 = (-2, 2) ja B = (2, 2) ning meil tuleb leida kujundite AOBC ja

L T
TLE T ® @ vﬁs_&‘ ADRBQO pindalad S, ja S, . Ringjoone
4?&" & . % wl ® “ iilemise poole vorrand on
# g k9
& T 3-2- ¢ g }’=\’8—12
i Q&‘* * * &
1o Seega
2 2
Sy = [|V8-x? ——fdx
-2

Kuna (vt allpool Markust 1)

f 8- x2dx = 4arcsin—=+ =8 -x> +C,
Jg 2

Ning
2 X
Ix dx = ? +C, siis

LA 1,2 g2
——| =4arcsin—+—+/8—-4 -
el T
—4511‘:::sin(—L - _—2«.’3 -4 - §+ -8 = Samsinﬁ +4 - 8 =21+ E
2T 2 6 6 2 3 3
Kujundi ADBO pindala S, erineb ringi pindalast § kujundi AOBC pindala §,
vorra. Ringi pindala S on leitav valemi S= m abil, kus " = 8, seega S = 8n
ning meid huvitav 8 =8n- 8§, =8n-2n-4/3 =6mn - 4/3.

. X X 7
S, =(darcsin—+—4/8—x"

Vastus. Kujundite pindalad on 27 + 4 ja 6r -%.

Markus 1



Leida integraal [+a” - x*dx(a > 0).
Juurest vabanemiseks teeme muutuja vahetuse x = g sin 1.
Siis dx =(a sin t)’ dt = a cos t dt ja asendamisel saame

I a‘—x‘dx:I*Ja —a’sin’ t costdt = Ha cos’ tcostdt = azfcofzdr
Vordust 2 cos’t = 1 + cos 2t kasutades leiame edasi
2 2 2 2
2 2 a a a a
a |cos tdt=—|(1+cos2)dt =— | dt + — | cos2tdt=—(t + C, + | cos2tdt) =
I [0+ cos20dt = far+ % eos2udi =1+, + [eos 2
2 2 1

2
= "‘?{HC, +%sin2: +Cy)= %{r+53in2:)+C, kus C = %(C‘, +GC,y).

. X - . . s
Seosest sint =—tuleneb vordus ¢ = arcsin— ja seega valemi sin(arcsin z) = z
a a

pohjal

2
. . . . . . X . . X
sin2¢ = 2sintcost = 2sin#+y/1 - sin” t = 2sin(arcsin=) - \/l -J:sm{arcsm—)il
a a

2
x X 2x [2 3
=2~ [l-—5==~a" -x".
a [ [

2
- a . X X
Kokkuvottes saame I«J a’ —xtdx = ?arcsm— + Eu‘az -x+C.
¥}



